
S E M I N A I R E

Equations aux
D é r i v é e s
Pa r t i e l l e s

1997-1998

Alain Bachelot
L’effet Hawking
Séminaire É. D. P. (1997-1998), Exposé no IV, 9 p.

<http://sedp.cedram.org/item?id=SEDP_1997-1998____A4_0>

U.M.R. 7640 du C.N.R.S.
F-91128 PALAISEAU CEDEX

Fax : 33 (0)1 69 33 49 49
Tél : 33 (0)1 69 33 49 99

cedram
Article mis en ligne dans le cadre du

Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/

http://sedp.cedram.org/item?id=SEDP_1997-1998____A4_0
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/


L�EFFET HAWKING

ALAIN BACHELOT

I� introduction

En ����� dans un article historique� S� Hawking annon�ca qu	un trou noir ne l	est pas 
 il �emet un
�ux thermal de particules� de temp�erature inversement proportionnelle 
a sa masse� Ce r�esultat surprit
consid�erablement car la m�ecanique relativiste classique interdit un tel ph�enom
ene 
 les g�eod�esiques dirig�ees
vers le futur� rentrent �eventuellement dans le trou noir mais n	en ressortent jamais� Du point de vue
quantique� la th�eorie des champs pour un trou noir �eternel� qui est un espace�temps stationnaire� invariant
par translation en temps de Schwarzschild� n	o�re pas d	explication� 
a moins d	imposer une condition ad hoc
sur l	horizon pass�e ����� ����� Le noeud de l	a�aire r�eside dans le fait que S� Hawking traite d	un trou noir
cr�e�e par l	e�ondrement gravitationnel d	une �etoile� Dans ce cas� les champs quantiques sont d�e�nis sur une
vari�et�e 
a bord mouvant� la fronti
ere de l	�etoile� et c	est l	instationnarit�e de la g�eom�etrie qui polarise le vide
quantique par brisure d	invariance temporelle� Le point crucial de la th�eorie des champs en relativit�e g�en�erale
est que les notions de �vide� et de �particules� ne sont pas absolues� mais relatives 
a un observateur donn�e�
Nous avons prouv�e dans ��� qu	un voyageur franchissant l	horizon futur du trou noir constate e�ectivement
l	existence de la radiation Hawking 
a l	horizon� Nous traitons ici du cas important d	un observateur immobile

a l	ext�erieur du trou noir� en montrant qu	un tel observateur constate aussi la m�eme polarisation du vide
quantique� qui est donc un ph�enom
ene global� Les d�emonstrations d�etaill�ees sont 
a para��tre dans ����

II� Le probl�eme quantique

On consid
ere l	�equation de Klein�Gordon de masse m � �� dans l	espace�temps ext�erieur 
a une �etoile
sph�erique de masse M � �� s	e�ondrant en un trou noir futur 


��t � �Ht� � �� t � R� �II���

o
u Ht est l	op�erateur autoadjoint sur l	espace L
�
t � L���z�t����r��S��� r�dr�d�� 


Ht � � �

r�
�

�r�
r�

�

�r�
�

�
�� �M

r

��
��S�

r�
�m�

�
� r� � r � �M ln�r � �M� �II���

de domaine dense

D�Ht� � ff � L�t � Htf � L�t � f�r� � z�t�� �� � �g� �II���

et le rayon z�t� de l	�etoile au temps t de Schwarzschild satisfait 


z � C��R�� �t � R� z�t� � �t� �� � �z�t� � �� t � �� z�t� � z��� � �� �II� �

z�t� � �t�Ae�t��M � ��t�� A � �� ��t�� ���t� � O�e�t�M �� t	 ��	 �II���

La solution du probl
eme mixte hyperbolique associ�e 
a �II��� est donn�ee par un propagateur U�t� s�


���t�� �t��t�� � U�t� s����s�� �t��s��	

Pour construire le cadre fonctionnel adapt�e� on note �D�K�� la fermeture du domaine D�K� d	un op�erateur
auto�adjoint K sur un espace de Hilbert H pour la norme k K�
� kH � On introduit les espaces de Hilbert des
donn�ees d	�energie �nie

H�t� � �D�H
�
�

t ��� L�t 	 �II���

L	existence des champs classique est assur�ee par la

�

�



� ALAIN BACHELOT

Proposition II��� U�t� s� est un propagateur fortement continu de H�s� sur H�t� qui v�eri�e �

s � t�k U�t� s� kL�H�s��H�t��� �� �II���

s � t� z�s� � z�t��k U�t� s� kL�H�s��H�t��� �� �II�!�

" � H��� k U�t� ��" kH�t�	 �� " � �� �II���

s � t�k U�t� s� kL�H�s��H�t��� Cte
�s	 �II����

Ce propagateur n	est pas unitaire 
 on s	attend donc au niveau quantique 
a une cr�eation par paires
de particules et d	anti�particules� �II��� montre la dispersion du champ au cours du temps# n�eanmoins la
condition au bord n	est pas absorbante� et d	apr
es �II���� il n	existe pas de solution �evanescente comme il
arrive pour les probl
emes hyperboliques dissipatifs� La contraction de l	�etoile induit un e�et Doppler �II�!��
et l	e�ondrement en un trou noir rend cet e�et asymptotiquement in�ni �II����� Ce fait crucial� qui est

a l	origine de la nature thermale de la radiation Hawking� rend insu$sant le cadre fonctionnel des espaces
d	�energie classiques� L	e�et Doppler in�ni permet en e�et l	apparition de singularit�e dans la direction �t��r�
se d�epla�cant le long de la sous�vari�et�e caract�eristique


 � f�s� r� � �s� ��# �s� �� � R� S�g	
On introduit donc un nouvel espace de distributions conormales associ�ees aux champs de vecteurs

j t� r� j �� ��r� � �t�� �r� � �t� rS��
�

en d�e�nissant l	espace H��t� comme le compl�et�e de C�� ��z�t����r� � S��� � C�� ��z�t����r� � S��� pour la
norme

k t�f� p� k�H��t�

�
�

�

Z �t

z�t�

Z
S�
j r� � t jj �r�f�r�� �� � p�r�� �� j� � j �r�f�r�� ��� p�r�� �� j�

� �

�
�� �M

r

��
�

r�
j rS��

f�r�� �� j� �m� j f�r�� �� j�
�
r�dr� d�

�

Z �

�t

Z
S�
j �r�f�r�� �� j� � j p�r�� �� j�

�

�
�� �M

r

��
�

r�
j rS��

f�r�� �� j� �m� j f�r�� �� j�
�
r�dr� d�	

�II����

La propri�et�e essentielle est que le propagateur est uniform�ement born�e sur H��t� pour chaque harmonique
sph�erique 
 pour l � N� m � Z� j m j� l� on note %l�m le projecteur orthogonal de L�loc�Rr� � S��� sur
L�loc�Rr��� Yl�m d�e�ni par

� � L�loc�Rr� � S�� �� �%l�m�� �r�� �� �� ��r�� 	�� Yl�m �L��S�� �Yl�m����

o
u fYl�m� l � N� m � Z� j m j� lg est la base d	harmoniques sph�eriques de L��S��� L	estimation fondamen�
tale est la suivante 


Proposition II��� Pour tout l � N il existe Cl � � tel que pour tout m � Z� �l � m � l� on a

sup
��t�s

k U�t� s�%l�m kL�H��s��H��t��� Cl ��	 �II����

L	�etude des champs quantiques fait intervenir un troisi
eme espace associ�e au g�en�erateur du propagateur 


H �
� �t� � �D�H

�
�

t ��� �D�H
� �

�

t ��	 �II����

Les relations entre ces espaces sont d�ecrites par la

Proposition II��� En notant E � l�espace des distributions �a support compact dans Rr� � S�� on a �

H�t� 
 E � � H �
� �t�� �II�� �

� � m� H�t� � H �
� �t�� �II����
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H��t� 
 E � �� H �
� �t�	 �II����

Le probl
eme quantique va se ramener 
a �evaluer limT�� k U��� T �" k
H

�
� ���

� Compte tenu de �II���� et

�II����� l	estimation �II���� n	implique pas directement que cette norme H �
� ��� soit born�ee� et l	existence de

cette limite n	est nullement �evidente�
Nous maintenant rappelons les concepts de base de la th�eorie quantique des champs� �voir par exemple

����� ����� ����� Dans l	approche alg�ebrique� l	ensemble des quantit�es observables est mod�elis�e par une C��
alg
ebre� A� et l�etat quantique est d�e�ni par une forme lin�eaire positive� normalis�ee� �� sur A� Pour construire
ces objets on consid
ere une famille 
a un param�etre d	espaces vectoriels r�eels� �Dt�t�R� munis d	une forme
symplectique �t�	� 	�� et un propagateur U�t� s�� qui est un isomorphisme symplectique de �Ds� �s� sur �Dt� �t��

Une quanti�cation de Weyl de �D� �� U� est une famille d	applications Wt 
 "t � Dt 	 Wt�"t� de Dt

dans l	espace U�H� des op�erateurs unitaires d	un certain espace de Hilbert complexe H� satisfaisant


�t � R� �"t�&t � Dt� Wt�"t �&t� � e�
i
�
�t��t�	t�Wt�"t�Wt�&t�� �II����

�t � R� �"t � Dt� �X � H� �
 � R	 �Wt�
"t�� �X�� � C��R��H�� �II��!�

�s� t � R� Wt � U�t� s� �Ws	 �II����

L	alg
ebre des observables quantiques A� est la C��sous�alg
ebre de l	espace L�H� des endomorphismes
born�es de H� engendr�ee par tous les op�erateurs Wt�"t�� En fait� 
a un isomorphisme invariant la norme et
l	involution� A ne d�epend ni de t� ni du choix de la quanti�cation de Weyl�

Un �etat quantique � sur A est caract�eris�e au temps t par sa fonctionnelle g�en�eratrice E�
t d�e�nie sur Dt

par 


"t � Dt �	 E�
t �"t� � ��Wt�"t��	

A cause de �II���� ces fonctionnelles v�eri�ent 


�s� t � R� E�
t � U�t� s� � E�

s 	 �II����

Etant donn�e un �etat quantique � d�e�ni au temps initial par E�
� � le probl
eme fondamental consiste 
a

d�ecrire cet �etat au temps t� Grace 
a �II����� ce probl
eme quantique se ram
ene 
a l	�etude du propagateur
classique U��� t��

Nous appliquons ces consid�erations 
a l	�equation d	�evolution du second ordre 


d�

dt�
� � At� � ��

o
u pour tout r�eel t �x�e� At est un op�erateur auto�adjoint de domaine dense sur un certain espace de Hilbert
L��Mt�� Nous supposons que grace 
a des hypoth
eses convenables de d�ependance par rapport au temps
de At� le propagateur U�t� s� associ�e 
a cette �equation existe et d�e�nit un isomorphisme sur une famille Dt

d	espaces vectoriels de donn�ees de Cauchy r�eelles� v�eri�ant 


Dt �
h
D�A

�
�

t �
i
�
h
D�A

� �
�

t �
i
	

La quanti�cation de Fock est d�e�nie pour "t �
t �ft� pt� � Dt par 


�t�"t�&t� � �� � Kt"t�Kt&t �L��Mt�� �II����

"� � D� �	W��"�� � exp
�
a��K�"��� �a��K�"���

�� � U�H�� �II����

Kt"t �
�p
�

�
A

�
�

t ft � iA
� �
�

t pt

�
� �II����

o
u a��h�� est l	op�erateur de cr�eation usuel sur l	espace de Fock

H �

�M
n
�

�
L�C�M��

��n
s

	 �II�� �



� ALAIN BACHELOT

Ici �h�
�n
s d�esigne le n�i
eme produit tensoriel symm�etrique de h� L	�etat vide de Fock au temps t est d�e�ni par

la fonctionnelle 


"t � Dt �	 E�
t �"t� � exp

�
��

�
k "t k�

�D�A
�
�
t �
��D�A

� �
�

t �


�
� �II����

et un �etat thermal de temp�erature � � � au temps t� est d�e�ni par la fonctionnelle 


"t � Dt �	 E�
t �"t� � exp

	
��

�
k
s
coth

�
�

��
A

�
�

t

�
"t k�

�D�A
�
�
t
�
��D�A

� �
�

t
�




	 �II����

Les concepts pr�ec�edents nous permettent de d�e�nir la quanti�cation de Fock d	un champ de spin nul�
en dehors d	une �etoile en e�ondrement gravitationnel� d�ecrit par �II���� �II���� en choisissant At � Ht et en
posant 


Dt �

�
�
�

X
finie

�
fl�m�r��
pl�m�r��

�
� Yl�m���

�
A # �fl�m� pl�m� � C�

� � C�
� ��z�t������

fl�m�z�t�� � pl�m�z�t�� � �z�t�f �l�m�z�t�� � �

�
	

�II����

De fa�con analogue� on peut quanti�er les champs 
a l	horizon futur du trou noir� et 
a l	espace�temps asymp�
totique de Minkowski en prenant At �egal aux hamiltonniens HBH ou H� introduits dans la quatri
eme
partie�

Nous pouvons 
a pr�esent formuler le probl
eme quantique� Puisque l	�etoile est stationnaire dans le pass�e�
nous d�e�nissons l	�etat quantique fondamental �� par le vide de Fock dans le pass�e� i�e�


E��
� � E�

� 	 �II��!�

On s	int�eresse 
a la mesure de l	�etat fondamental 
a l	in�ni futur du temps propre d	un observateur au repos
en coordonn�ees de Schwarzschild� Un d�etecteur de particule �etant mod�elis�e par un observable Wt�"�� la
discussion pr�ec�edente montre que l	�etat quantique �
a la �n� de l	e�ondrement gravitationnel est d�etermin�e
par 


lim
T��

k U��� T �" k
H

�
� ���

	 �II����

Le r�esultat va mettre en �evidence l	apparition d	un �ux thermal rayonnant du trou noir vers l	in�ni� C	est
l	e�et Hawking� Pour �eclairer l	origine de cette �emission de particules� nous �etudions tout d	abord un cas
simple qui va r�ev�eler le m�ecanisme en cause�

III� Un mod�ele jouet

On consid
ere le probl
eme
��t u� ��xu � �� t � R� z�t� � x�

u�t� x � z�t�� � ��

o
u la fonction z satisfait �II���� Ce mod
ele tr
es simple est physiquement pertinent 
 Il d�ecrit la dynamique de
la composante radiale du premier mode du tenseur �electromagn�etique 
a l	ext�erieur d	une �etoile s	e�ondrant
en un trou noir ���� On note U��t� s� le propagateur associ�e 
a ce probl
eme mixte hyperbolique et on introduit
les op�erateurs 


H	�� � � d�

dx�

de domaines
D�H�� � fu � L����A����# u� � L����A����� u��A� � �g�

D�H	� � fu � L��R�# u� � L��R�g	
Etant donn�e 


"� � D� �
�
t�f� p�# f� p � C�� ���A�����

Z
p � �

�
�

nous �etudions 

lim
T��

k U���� T �"� k
�D�H

�
�
��
��D�H

� �
�

� �
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Tout d	abord il existe un unique couple de fonctions f	� f� � C�� ���A���� tel que 


"� �
t �f	��f �	� �t�f�� f

�
�� � '�	"� �'��"�	

'�	 et '�� sont des �op�erateurs d	ondes� permettant de d�ecomposer le champ en une partie se d�epla�cant
vers l	in�ni dans le futur �'�	"��� et une partie �tombant dans le trou noir� dans le futur �'��"��� En
particulier� nous avons pour T � � et � � �
�

U���� T �'
�
�"�

�
�x� �

�
'��"�

�
�x � T ��

k U���� T �'��"� k
�D�H

�
�
��

� �
��D�H
� �
�
��

� �

�����	
T���

k '��"� k
�D�H

�
�
��

� �
��D�H
� �
�
��

� �

	 �III���

D	autre part on v�eri�e ais�ement par la m�ethode des caract�eristiques �voir � ��� que pour T � � su$samment
grand 


U���� T �'
�
	"� �

t �fT � f
�
T ��

fT �x� � �f	�T � x� ���x���

o
u ��x� est d�e�nie par l	�equation implicite 


z���x�� � x� ��x�� z��� � x � �	

A�n de r�esoudre explicitement cette �equation� nous sp�eci�ons la fonction z�t� pour t assez grand� en choi�
sissant 


z�t� � �t�Ae���t �Ae���t�
�
Ae���t

�
� � � A� � � ��

o
u ��x� est la solution locale de 


ln��� ��x��

�� ��x�
� ��x� ���� � �	

On obtient alors 


fT �x� � �f	
�
T �

�

�
ln��x�� �

�
ln�A�

�
	

Un calcul par transform�ee de Fourier et th�eor
eme des r�esidus conduit 
a l	estimation fondamentale 


k U���� T �'�	"� k
�D�H

�
�
��
��D�H

� �
�

� �

�k

r
coth

��
�
H

�
�
	

�
'�	"� k

�D�H
�
�
��
��D�H

� �
�

� �

	 �III���

On a �egalement 


� � ��k U���� T �'�	"� k
�D�H

�
�
��

� �
��D�H
� �
�
��

� �

�����	
T���

�	 �III���

On conclut imm�ediatement de �III���� �III��� et �III��� que 


lim
T��

k U���� T �"� k�
�D�H

�
�
��
��D�H

� �
�

� �

�k

r
coth

��
�
H

�
�
	

�
'�	"� k�

�D�H
�
�
��
��D�H

� �
�

� �

� k '��"� k�

�D�H
�
�
��
��D�H

� �
�

� �

	

L	e�et Hawking est exprim�e par le second terme qui est caract�eristique d	une �emission thermale 
a temp�erature
�
�	 de particules se mouvant vers l	in�ni dans le futur�

Dans le cas de l	�equation de Klein�Gordon en dehors d	une �etoile en e�ondrement� la situation est beaucoup
plus compliqu�ee du fait de la courbure spatiale� de la masse du champ� et de la perturbation ��t� dans la
fonction z�t�� Mais l	origine de la radiation Hawking est esssentiellement la m�eme et par beaucoup d	�etapes
techniques d�elicates� de type �scattering�� le probl
eme est r�eduit au cas pr�ec�edent� Le r�esultat fait intervenir
les op�erateurs d	onde de la di�usion par un trou noir �eternel�
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IV� Diffusion par un trou noir �eternel

On consid
ere l	�equation de Klein�Gordon sur la vari�et�e de Schwarzschild�

��t � �HS� � ��

Ht � � �

r�
�

�r�
r�

�

�r�
�

�
�� �M

r

��
��S�

r�
�m�

�
� r� � r � �M ln�r � �M��

D�HS� � ff � L�S � HSf � L�Sg� L�S � L��Rr� � S��� r
�dr�d��	

Le probl
eme de Cauchy est r�esolu par un groupe unitaire US�t� sur les espaces de Hilbert

HS �
h
D�H

�
�

S �
i
� L�S � H

�
�

S �
h
D�H

�
�

S �
i
�
h
D�H

� �
�

S �
i
	

Nous utiliserons le sous espace dense 


DS �

��
�HS

X
finie

�fl�m�r��� pl�m�r���� Yl�m���� fl�m� pl�m � C�� �R�

��
� �

o
u Yl�m d�esignent les harmoniques sph�eriques�
La dynamique asymptotiquement libre aux horizons du trou noir est d�etermin�ee par l	�equation


��t&�HBH& � ��

HBH � � ��

�r��
� D�HBH� �

�
f � L�BH # ��r�f � L�BH

�
� L�BH � L��Rr� � S���  M

�dr�d��	

Le probl
eme de Cauchy associ�e est r�esolu par un groupe unitaire UBH�t� sur les espaces

H
 �
n
t�f���r�f�# f �

h
D�H

�
�

BH�
io

� H �
�


 �
n
t�f���r�f�# f �

h
D�H

�
�

BH�
io

	

On choisit une fonction de troncature ��r�� telle que 


� � C��R�� �a� b# � � a � b � �# r� � a� ��r�� � �� b � r� � ��r�� � �� �IV���

et on introduit les op�erateurs d�ondes d�horizon

'
BH" � lim
t�
�

UBH��t��US�t�" dans
h
D�H

�
�

BH�
i
� L�BH 	 �IV���

Sur l	espace de Minkowski asymptote 
a l	in�ni spatial� les solutions de l	�equation de Klein�Gordon

��

�t�
�� �H��� � �� dans Rt � R�x�

H� � ��R�x �m�� D�H�� �
�
f � L��R�x� dx�# ��R�xf � L��R�x� dx�

�
�

sont donn�ees par le propagateur libre U��t� qui est un groupe unitaire sur les espaces

H� �
h
D�H

�
�
��
i
� L��R��� H �

�
� �

h
D�H

�
�
��
i
�
h
D�H

� �
�

� �
i
	

A cause de la longue port�ee de l	interaction gravitationnelle on doit utiliser le propagateur modi��e 
a la

Dollard� qui est unitaire sur H� et H �
�
� 
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�
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�
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�
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�
tH

�
�
� � ln�t�D�
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Pour f � C�� �R�x� et t � R� on a pos�e


�D�f� �x� � �Mm�

�����

Z
R�

eix
� j � j��
�Z
R�

e�iy
�f�y�dy

�
d�� ln�t� �

t

j t j ln j t j 	

Identi�ant j x j� r�� on d�e�nit les op�erateurs d�onde �a l�in�ni 


'
�" � lim
t�
�

UD
���t���� ��US�t�" dans H�	 �IV���
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Th�eor�eme IV��� Les limites �IV	
� et �IV	�� existent pour tout " dans HS � et ne d�ependent pas de la
fonction � satisfaisant �IV	
�	 De plus '
BH � '
� est une isom�etrie de HS sur H
 �H� qui s��etend en

une isom�etrie de HS
�
� sur H

�
�


 �H
�
�
�	 Par ailleurs si " � DS on a �r

coth
��
�
H

�
�

BH

�
'
BH" � H

�
�


	

La d�emonstration met en oeuvre dans un nouveau cadre fonctionnel� la machinerie du scattering en
m�etrique de Schwarzschild d�evelopp�ee dans ��� et ����

V� Le probl�eme mixte caract�eristique

Pour calculer la limite �II����� on analyse tr
es pr�ecisemment la propagation du champ pour obtenir la

structure du propagateur r�etrogradeU��� T � dansH �
� ��� quand T 	�� L	�etude pr�ec�edente permet d	�evaluer

la partie du champ loin de l	�etoile 


��� ��U��� T �" � ��� ��US��T �" � ��� ��UD
���T �'��"� T 	�� dans H �

� ���	

L	�evaluation pr
es de l	�etoile est beaucoup plus d�elicate� Etant donn�e " � DS � il s	agit d	�evaluer
k �U��� T �" k

H
�
� ���

� T 	�	

Une estimation grossi
ere donne seulement 


k �U��� T �" k
H

�
� ���

� Ce�T 	

Une estimation �ne de l	injection �II�� � donne pour & � D� et � � � 


k �& k
H

�
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� C
h
��� j ln� j� �� k �& kH���� � k �& kH�����

i
o
u nous avons not�e 
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�
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�
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j rS��

f�r�� �� j� �m� j f�r�� �� j�
�
r�dr� d�	

L	argument de propagation 
a vitesse �nie nous permet de choisir � � e��T pour que la Proposition II�� et
la conservation de l	�energie nous assurent que 


sup
��T

k �U��� T �" kH���� � k �U��� T �" kH������ C � k " kHS 	

Dans cette premi
ere �etape on obtient ainsi l	estimation 


k �U��� T �" k
H

�
� ���

� C�� � T �
�
� k " kHS 	 �V���

On note ensuite que �U��� T �" est d�etermin�e par la trace �T �s� �� de la solution � de �II��� sur la sous
vari�et�e caract�eristique

( � f�t� r� � �� t� ��# �t� �� � R� S�g	
On est ainsi amen�e 
a consid�erer le probl
eme mixte caract�eristique associ�e 
a �II��� dans

M �
�
�t� r�� �� � R� R� S�# z�t� � r� � �� t

�
	

On introduit l	espace

W ��(� �
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���t� �

X
finie

�l�m�t�� Yl�m���# � � H��(�� t � t
 � ��t� � �
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� �

o
u ( est param�etris�ee naturellement par t� Etant donn�e � dans W ��(� il existe une unique solution � �
H�
loc�

)M� de �II��� dans M� satisfaisant pour tout t � R� � � S� 


��t� r� � z�t�� �� � ��
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La suite se concentre sur l	analyse de l	op�erateur

P 
 � �W ��(� �	 P� � ����t � �� 	� 	�� ��t��t � �� 	� 	� � H��� 
 E �	 �V���

�V��� entraine que 
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Z
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Pour a$ner cette estimation la strat�egie consiste 
a comparer P avec l	op�erateur PBH construit de mani
ere
analogue en oubliant la courbure spatiale 


PBH 
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o
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Une analyse soigneuse de la solution montre que 


k PBH� k
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� C k � kW ���� 	 �V� �

Par ailleurs la d�ecroissance exponentielle de l	interaction gravitationnelle 
a l	horizon implique 
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Il en d�ecoule l	estimation a$n�ee 


k P� k
H
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� ���

� C k � kW ���� 	 �V���

Dans la derni
ere �etape nous faisons glisser la donn�ee � le long de ( en posant pour T � � 


��T 
�t� �� � ��t� T� ��	

L	�etude du mod
ele jouet montre en fait que 
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et �V��� donne alors le r�esultat fondamental de l	�etude du probl
eme caract�eristique 
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Pour en d�eduire l	e�et Hawking� on note que la th�eorie de la di�usion par un trou noir �eternel assure que 
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On conclut que
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et comme 


U��� T �" � ��� ��r���U
D
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dans H �
� ���� et que les termes de droite sont asymptotiquement orthogonaux� on obtient �nalement le 
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Th�eor�eme V�� �R�esultat principal�� Pour tout " dans DS la limite �II	
�� existe et �

lim
T���
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Selon la th�eorie quantique des champs� cette limite signi�e que l	observateur au repos en coordonn�ees
de Schwarzschild mesure 
a l	in�ni de son temps propre� une �emission thermale� 
a la temp�erature �

�	M �
ind�ependante de l	histoire de l	e�ondrement gravitationnel� de particules sortant du trou noir vers l	in�ni�
C	est le c�el
ebre e�et Hawking �� �� L	analyse pr�ec�edente peut s	�etendre ais�ement 
a d	autres champs � Dirac
����� Maxwell ���� spin �

� ��!��� et aux trous noirs avec constante cosmologique ���� L	�etude de la r�etroaction
de la radiation Hawking sur la m�etrique ��evaporation quantique du trou noir�� ainsi que le cas des champs
en interaction �!�� ����� posent des probl
emes non lin�eaires redoutables et totalement ouverts�
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