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L’EFFET HAWKING

ALAIN BACHELOT

I. INTRODUCTION

En 1975, dans un article historique, S. Hawking annonca qu’un trou noir ne l'est pas : il émet un
flux thermal de particules, de température inversement proportionnelle & sa masse. Ce résultat surprit
considérablement car la mécanique relativiste classique interdit un tel phénomene : les géodésiques dirigées
vers le futur, rentrent éventuellement dans le trou noir mais n’en ressortent jamais. Du point de vue
quantique, la théorie des champs pour un trou noir éternel, qui est un espace-temps stationnaire, invariant
par translation en temps de Schwarzschild, n’offre pas d’explication, & moins d’imposer une condition ad hoc
sur ’horizon passé [12], [11]. Le noeud de laffaire réside dans le fait que S. Hawking traite d’un trou noir
créé par effondrement gravitationnel d’une étoile. Dans ce cas, les champs quantiques sont définis sur une
variété a bord mouvant, la frontiere de ’étoile, et c’est 'instationnarité de la géométrie qui polarise le vide
quantique par brisure d’invariance temporelle. Le point crucial de la théorie des champs en relativité générale
est que les notions de ”vide” et de ”particules” ne sont pas absolues, mais relatives a un observateur donné.
Nous avons prouvé dans [5] qu’un voyageur franchissant I’horizon futur du trou noir constate effectivement
I’existence de la radiation Hawking a ’horizon. Nous traitons ici du cas important d’un observateur immobile
a lextérieur du trou noir, en montrant qu’un tel observateur constate aussi la méme polarisation du vide
quantique, qui est donc un phénomene global. Les démonstrations détaillées sont a paraitre dans [6].

II. LE PROBLEME QUANTIQUE

On considere 1’équation de Klein-Gordon de masse m > 0, dans I’espace-temps extérieur a une étoile
sphérique de masse M > 0, s’effondrant en un trou noir futur :

o2 +Hyp =0, t €R, (I1.1)

ot H; est opérateur autoadjoint sur 'espace L? = L?(]z(t), 00|, xS2, rdr.dw) :

10 ,08 oM Age
H, = —— 2 1-=—) (- 2 . = 2M In(r — 2M 1.2
t o 6r*+< " >< 2 +m>,r T+ n(r ) (I1.2)

de domaine dense

D(H,) = {f € L?, H,f € L}, f(r. = 2(t),w) = 0}, (I1.3)

et le rayon z(t) de I’étoile au temps ¢t de Schwarzschild satisfait :
2€C?*R), VtER, z(t)< —t, —1<2(t) <0, t<0= z(t) =2(0) <0, (I1.4)
2(t) = —t — Ae V2M L ((t), A >0, ((t),((t) = O(e M), t — 4o0. (IL.5)

La solution du probléme mixte hyperbolique associé & (I1.1) est donnée par un propagateur U (¢, s):

(0(8), 00 (1)) = U(t, 5)(1h(s), 0t ()).-

Pour counstruire le cadre fonctionnel adapté, on note [D(K)] la fermeture du domaine D(K) d’un opérateur
auto-adjoint K sur un espace de Hilbert H pour la norme || K(*) ||g. On introduit les espaces de Hilbert des
données d’énergie finie

(1) = [DH?)] x L2. (IL6)

L’existence des champs classique est assurée par la
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Proposition I1.1. U(t,s) est un propagateur fortement continu de H(s) sur H(t) qui vérifie :

s <t=|U(t,s) llccus) nen=1s (IL.7)
s>t,2(s) <z(t) = U s) llcuis)mew)> 1, (IL.8)
B EHO) || UEOP = 0 & =0, (1L9)
s>t =||U(t, ) llc(r(s) mw) > Cre™. (IL.10)

Ce propagateur n’est pas unitaire : on s’attend donc au niveau quantique & une création par paires
de particules et d’anti-particules. (II.7) montre la dispersion du champ au cours du temps; néanmoins la
condition au bord n’est pas absorbante, et d’apres (I1.9), il n’existe pas de solution évanescente comme il
arrive pour les problemes hyperboliques dissipatifs. La contraction de ’étoile induit un effet Doppler (I1.8),
et leffondrement en un trou noir rend cet effet asymptotiquement infini (I.10). Ce fait crucial, qui est
a Porigine de la nature thermale de la radiation Hawking, rend insuffisant le cadre fonctionnel des espaces
d’énergie classiques. L’effet Doppler infini permet en effet ’apparition de singularité dans la direction 0;+ 9.,
se déplacant le long de la sous-variété caractéristique

v={(s5,1 = —5,w); (s,w) ERx 52}
On introduit donc un nouvel espace de distributions conormales associées aux champs de vecteurs
1
| t+ 7Ty |2 (ar* +at)7 87‘* - at: vSE,)

en définissant espace Hi(t) comme le complété de C5°(]z(t),00[, x S2) x C§°(Jz(t), 00, x S2) pour la

norme

Ty Ty

| (£ p) 130 0

1 A
=5 [ o 000 00000 4100500 0 )
z(t 2

+2 <1 — ¥> L% | V2 f(r,w) 12 +m? | f(r,w) |2} r2dr, dw
oo A A (IL.11)
[ 100t P | ptr0) P
—t 2

+ (1= 20) [5 1 Vs ) P | 00 P .

La propriété essentielle est que le propagateur est uniformément borné sur #;(t) pour chaque harmonique
sphérique : pour I € N, m € Z, | m |< I, on note II; ,, le projecteur orthogonal de L (R,, x S2) sur
L}, .(R,,) ® Y, défini par

pE Llloc(RT‘* X S(Zu)a (Hlm‘t(p) (r*,w) =< (P(T*, ')7}/27m >L2(5'2) ®}/l7m(w)7
ot {Yi;m, L €N, m € Z, | m |< 1} est la base d’harmoniques sphériques de L?(S?). L’estimation fondamen-
tale est la suivante :

Proposition I1.2. Pour tout | € N il existe C; > 0 tel que pour tout m € Z, -l <m <1, on a
sup || U(t,S)HLm ||£(7—[1(s),7-[1(t))§ C) < 0. (I1.12)

0<t,s

L’étude des champs quantiques fait intervenir un troisieme espace associé au générateur du propagateur :
1 1
M2 (t) = [D(H})] x [D(H, ). (I1.13)
Les relations entre ces espaces sont décrites par la

Proposition I1.3. En notant &' ’espace des distributions a support compact dans R,, x S%, on a :

H(t)NE C HE(t), (I1.14)

0<m= H(t) CH(), (IL.15)
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Hi(t)NE ¢ HE(1). (11.16)

Le probleme quantique va se ramener & évaluer limyp_o, || U(0,T)® || Compte tenu de (I1.10) et

HE(0)
(IL.16), Vestimation (I1.12) n’implique pas directement que cette norme H = (0) soit bornée, et I'existence de
cette limite n’est nullement évidente.

Nous maintenant rappelons les concepts de base de la théorie quantique des champs. (voir par exemple
[10], [15], [9]). Dans l’approche algébrique, '’ensemble des quantités observables est modélisé par une C*-
algebre, 2, et 1état quantique est défini par une forme linéaire positive, normalisée, w, sur 2. Pour construire
ces objets on considere une famille & un paramétre d’espaces vectoriels réels, (D;),cp, munis d’une forme
symplectique o (., .), et un propagateur U (¢, s), qui est un isomorphisme symplectique de (Ds, 05) sur (Dy, o¢).

Une quantification de Weyl de (D, 0,U) est une famille d’applications 20, : ®, € D; — 20,(®;) de D,
dans ’espace U($) des opérateurs unitaires d’un certain espace de Hilbert complexe $), satisfaisant:

Vt ER, VO, U, € Dy, Wy (P, + T,) = e~ 37 (P T)95,(3,)20,(T,), (I1.17)
VteR, V&, € Dy, VX € $, (A € R = [20,(A®,)] (X)) € C°(R,, H), (I1.18)
Vs, t € R, W, oU(t,s) =20s. (I1.19)

L’algebre des observables quantiques 2, est la C*-sous-algebre de ’espace L£($) des endomorphismes
bornés de §), engendrée par tous les opérateurs 20;(®,). En fait, & un isomorphisme invariant la norme et
I’involution, 2 ne dépend ni de ¢, ni du choix de la quantification de Weyl.

Un état quantique w sur 2 est caractérisé au temps ¢ par sa fonctionnelle génératrice Ey’ définie sur D,
par :

q)t € Dt — E‘f(@t) = w(Qﬂt(‘h))
A cause de (I1.19) ces fonctionnelles vérifient :
Vs,t € R, Ef oU(t,s) = EZ. (11.20)

Etant donné un état quantique w défini au temps initial par EY, le probleme fondamental consiste a
décrire cet état au temps t. Grace a (I1.20), ce probleme quantique se ramene & ’étude du propagateur
classique U(0, t).

Nous appliquons ces considérations & 1’équation d’évolution du second ordre :

d2

ﬁ#} + At¢ = 07
ou pour tout réel ¢ fixé, A; est un opérateur auto-adjoint de domaine dense sur un certain espace de Hilbert
L?(M,). Nous supposons que grace & des hypotheses convenables de dépendance par rapport au temps
de Ay, le propagateur U(t, s) associé & cette équation existe et définit un isomorphisme sur une famille D;
d’espaces vectoriels de données de Cauchy réelles, vérifiant :

D, c [D(a))] x [Da ™).

La quantification de Fock est définie pour ®; =t (f;, p;) € D; par :

o (Pr, ¥y) = 23 <Ky @y, Ky Wy >p2001,)5 (IL.21)
Py € Do — Wo(Po) = exp [a*(Ko®o) — (a*(KoPo))"] € U(H), (11.22)
K,® —i(A%f +ih ) (I1.23)

t Py = \/5 tJt TR P, .

ou a*(ho) est I'opérateur de création usuel sur 'espace de Fock

9= é [LA(Mo)]C". (I1.24)

n=0
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Ici [h];@" désigne le n-iéme produit tensoriel symmétrique de h. L’état vide de Fock au temps ¢ est défini par
la fonctionnelle :

1
®, € Dy — E)(®;) = exp <——||<1> 1> . 1 ) (11.25)
A 2" Y@« i, 1

et un état thermal de température § > 0 au temps ¢, est défini par la fonctionnelle :

1 1 1 .
®, € D; > Bl (®;) = exp (—5 || 4/coth <—At2><1>t II? (11.26)

1 1 -
20 [D(AD)]X[D(A, 4)])

Les concepts précédents nous permettent de définir la quantification de Fock d’un champ de spin nul,
en dehors d’une étoile en effondrement gravitationnel, décrit par (I1.2), (I1.3), en choisissant A; = H; et en
posant :

" {% S (fenf) ) ¥ | G € G it D,

(11.27)
frm(2(8) = prm (2(8) + 2() fi 1 (2(2)) = 0}-

De facon analogue, on peut quantifier les champs a ’horizon futur du trou noir, et & I’espace-temps asymp-
totique de Minkowski en prenant A; égal aux hamiltonniens Hpgy ou H,, introduits dans la quatrieme
partie.

Nous pouvons & présent formuler le probleme quantique. Puisque 1’étoile est stationnaire dans le passé,
nous définissons ’état quantique fondamental wy par le vide de Fock dans le passé, i.e.:

Ey° = EJ. (I1.28)
On s’intéresse & la mesure de ’état fondamental & l’infini futur du temps propre d’un observateur au repos
en coordonnées de Schwarzschild. Un détecteur de particule étant modélisé par un observable 20;(®), la
discussion précédente montre que ’état quantique ”a la fin” de l'effondrement gravitationnel est déterminé
par :

lim || U(0,T) (I.29)
T—oco

) ||H% ©
Le résultat va mettre en évidence 'apparition d’un flux thermal rayonnant du trou noir vers l'infini. C’est

leffet Hawking. Pour éclairer l'origine de cette émission de particules, nous étudions tout d’abord un cas
simple qui va révéler le mécanisme en cause.

III. UN MODELE JOUET

On considere le probleme
Ru—0%u=0, teR, z(t) <z,
u(t,z = 2(t)) =0,
ou la fonction z satisfait (I1.5). Ce modele trés simple est physiquement pertinent : Il décrit la dynamique de
la composante radiale du premier mode du tenseur électromagnétique a l'extérieur d’une étoile s’effondrant
en un trou noir [1]. On note U, (t, s) le propagateur associé a ce probléeme mixte hyperbolique et on introduit
les opérateurs :
d2

H(—/—> = _w

de domaines
D(H-) = {u € L*([-4,0[); w” € L*([~ A4, 0), u(=A4) = 0},
D(H.) = {u € L*(R); u” € L*(R)}.

Etant donné :

6. = i fpeoR(-ah, [p=0}.

nous étudions :

lim || U.(0,T)®, | 1 1
T—oo (D)) x[DHT)]
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Tout d’abord il existe un unique couple de fonctions f., f—, € C§°(] — A, 00[) tel que :
O, =" (fo, = L)+ ([, [L) = Q0. + Q..
0-

— et QT sont des "opérateurs d’ondes” permettant de décomposer le champ en une partie se déplacant
vers l'infini dans le futur (2_®.), et une partie "tombant dans le trou noir” dans le futur (25 ®.). En
particulier, nous avons pour 7' > 0 et € > 0:

(U0, )25 2.) (2) = (R524) (z — 1),

1U.(0,7)058. |

Q- . ITI.1
[D(H %+5 ( )

e il 058, | !

) X DELIT] Totoo (DA ) [D(ES

D’autre part on vérifie aisément par la méthode des caractéristiques (voir [4]), que pour T > 0 suffisamment
grand :

Uu(0,T)Q 2 =" (fr, f1);

fr(z) = =f (T + z — 27(x)),

ou 7(z) est définie par I’équation implicite :
z(r(x)) =z —7(x), 2(0) <z<0.

Afin de résoudre explicitement cette équation, nous spécifions la fonction z(t) pour ¢ assez grand, en choi-
sissant :

2(t) = —t — Ae™ 2 4 Ae (Ae_%t) , 0< A, 0<k&,
ou p(z) est la solution locale de :
In(1 — p(z))
——= = —kz, p(0)=0.
= o) (0)

On obtient alors :
fr(z) = —f <T + %ln(—x) - %m(A)) .

Un calcul par transformée de Fourier et théoreme des résidus conduit a I’estimation fondamentale :

T 1
(0, 7). @, N 1 = y/eoth (ZHZ )0, @, N L 1.2
HOO DXl ety =l Y (n *) el ek pcdy (IL.2)

On a également :

. ———0. (IT1.3)

0<e=||U.0,T)Q_D, || 1, 1
[DHL )X [DHST7)] T—+oo

On conclut immédiatement de (III.1), (II1.2) et (II1.3) que :

1
lim || U.(0,7)®, ||? =|| /coth (ZHZ )7 &, ||? L1108, | .
A OO N ety ™ (F%)o- et peipaty 12 ot ety

L’effet Hawking est exprimé par le second terme qui est caractéristique d’une émission thermale & température
5- de particules se mouvant vers I'infini dans le futur.

Dans le cas de I’équation de Klein-Gordon en dehors d’une étoile en effondrement, la situation est beaucoup
plus compliquée du fait de la courbure spatiale, de la masse du champ, et de la perturbation ((¢) dans la
fonction z(t). Mais origine de la radiation Hawking est esssentiellement la méme et par beaucoup d’étapes
techniques délicates, de type ”scattering”, le probleme est réduit au cas précédent. Le résultat fait intervenir
les opérateurs d’onde de la diffusion par un trou noir éternel.
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IV. DIFFUSION PAR UN TROU NOIR ETERNEL

On considere ’équation de Klein-Gordon sur la variété de Schwarzschild,

824 + Hstp = 0,

H; = 19 28 +<1_¥> <—A52+m2>,r*:7“+2M1H(7"—2M),

2 or, " ory r2
D(Hg) ={f € L%, Hsf € L%}, L% = L*(R,, x S2,r’dr.dw).
Le probleme de Cauchy est résolu par un groupe unitaire Us(¢) sur les espaces de Hilbert

Hs = [D(HE)] x L}, HI = [D(Hé)} X [D(Hgi)].

Nous utiliserons le sous espace dense :

Ds=1{Hs Y (fum ), pm(re) @ Yim(@), frmprm € C3°(R) ¢,

finde
ou Y ,,, désignent les harmoniques sphériques.
La dynamique asymptotiquement libre aux horizons du trou noir est déterminée par ’équation:

20 +Hpp¥ =0,

0* : A o i
Hpn = =55 DHpn) ={f € Lyy; 07 € Ly}, Ly = L*(Ry. x S, 4M dr.dw).

Le probleme de Cauchy associé est résolu par un groupe unitaire Ugy () sur les espaces

He = {1, 20,0 1€ D@Ly}, i ={(s 20,0 se [DEEY)]}.
On choisit une fonction de troncature x(r.) telle que :
X € C®[R), Ja,b; 0<a<b<l;re <a=x(r«) =1, b<r.= x(rs) =0, (Iv.1)
et on introduit les opérateurs d’ondes d’horizon
0F,® = lim Upn(—t)\Us()® dans [D(H,%H)] x L. (IV.2)
Sur I’espace de Minkowski asymptote a l'infini spatial, les solutions de 1’équation de Klein-Gordon
92
o2
Hoo = —Aps +m”, D(Hu) = {f € L*(R},dz); —Aps f € L*(RS, dx)},

sont données par le propagateur libre Uy (t) qui est un groupe unitaire sur les espaces

Voo + Hoothoo = 0, dans R; x R3,

Hoo = [D(HL)] x I*(®Y), HZ = [D(HL)] x [DEZY)] .
A cause de la longue portée de l'interaction gravitationnelle on doit utiliser le propagateur modifié & la

Dollard, qui est unitaire sur Ho, €t ’Héo :
1 1 1
U cos (t]HIgo + ln(t)]D)oo) Hoo? sin (t]HIgo + ln(t)]D)oo)
oo t) = 1 1 1
—Héo sin (tHéo + ln(t)]D)oo) cos (tHéo + ln(t)]D)oo)

Pour f € C§°(R2) et t € R* on a posé:

O @) =~ [ e le ™ ([ e rtrwy) de we = el

Identifiant | x |= r,, on définit les opérateurs d’onde d linfini :

Qe = Jim UR(—t)(1 — x)Us(t)® dans Heo. (IV.3)
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Théoreme IV.1. Les limites (IV.2) et (IV 3) existent pour tout ® dans Hs, et ne dépendent pas de la
fonction x satzsfazsant (1v. 1) De plus Q g ® OF est une isométrie de Hs sur Hi © Hoo qui s’étend en

une isométrie de 7-[52 sur ’Hi @ 7-[00 Par azlleurs st ® € Dg on a :

1 1
\/coth (%HgH) 0%, ® € Hi.

La démonstration met en oeuvre dans un nouveau cadre fonctionnel, la machinerie du scattering en
métrique de Schwarzschild développée dans [3] et [7].

V. LE PROBLEME MIXTE CARACTERISTIQUE

Pour calculer la limite (I1.29), on analyse trés précisemment la propagation du champ pour obtenir la
structure du propagateur rétrograde U(0,T') dans H3 (0) quand T' — oo. L’étude précédente permet d’évaluer
la partie du champ loin de I’étoile :

(1=)U0,T)® = (1 — \)Us(-T)® ~ (1 — \)UR(-T)Q®, T — oo, dans H%(O).
L’évaluation pres de ’étoile est beaucoup plus délicate. Etant donné ® € Dg, il s’agit d’évaluer

XU, |3 o T = o,

Une estimation grossiere donne seulement :
T
I XU, |,y < CerT.

Une estimation fine de l'injection (II.14) donne pour ¥ € Dy et a > 0 :

I x¥ Il,,2 [(1+ [na )2 1 X [lr,00) + I XP llc0,0

HE(0 )
ol nous avons noté :
| (£:2) 340,00

= [ [ 100 000) P+ ) P

+ (1 - ¥> [ | Visz f(r,w) 1> +m? | f(r,w) |2] r2dr, dw.

L’argument de propagation & vitesse finie nous permet de choisir a ~ e ™7

la conservation de 1’énergie nous assurent que :
sup [| XU (0, T)® llzw, o) + XU (0, T) llzu(0.00 < C I s -

pour que la Proposition II.2 et

Dans cette premiere étape on obtient ainsi ’estimation :
3

I XU, 1)@ |3 0 < CO+TIE | ® Il (v.1)
On note ensuite que xU(0,T)® est déterminé par la trace @r(s,w) de la solution ¢ de (II.1) sur la sous
variété caractéristique

I'={(t,r. =1 —t,w); (t,w) € R x S?}.
On est ainsi amené & considérer le probleme mixte caractéristique associé a (II.1) dans
M={(t,rs,w) ERXRxS? 2(t) <r.<1l-—t}.

On introduit ’espace

WHD) =S p(t) = Y pum(t) © Vim(W); @€ H(T), t>1, = () =0,

finde
ou I' est paramétrisée naturellement par ¢. Etant donné ¢ dans W(T) il existe une unique solution ¢ €
H! (M) de (I1.1) dans M, satisfaisant pour tout ¢t € R, w € S? :

loc
w(th* = Z(t)vw) =0,
’QZJ(t,T‘* =1~ t,OJ) = @(taw)a
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t>t, = Y(t,..) =0
La suite se concentre sur ’analyse de ’opérateur
P:oeWHT) = Pp=(xp(t=0,.,.),x0(t=0,..) € HO)NE" (V.2)

(V.1) entraine que :

m|w

Jj+1 . 7
(/ / |atgo|2+|so|2dtdw) |
J 52

1Pl < O 3(1+)
=

Pour affiner cette estimation la stratégie consiste & comparer P avec 'opérateur Pgy construit de maniere
analogue en oubliant la courbure spatiale
Ppr o e WH(T) = Pprp = (x¢Br(t =0,.,.),x0pu(t =0,.,.) € H(0)NE' (V.3)

ou
g — 0% bpr =0, t€ER, 2(t) <r., we S

wBH(tar* =1- taw) = gp(t,w),

1)Z}BH(t7T* = Z(t),CU) = 07
t>t, = ¢Ypu(t,..) =0.
Une analyse soigneuse de la solution montre que
| Porrt Ny o< C Il lwaar (V.4
Par ailleurs la décroissance exponentielle de 'interaction gravitationnelle a ’horizon implique
i+l 3
_ —Kj 2 2
2o Pung g <0 ([ [ 1oe 1o o) (v.5)
(V.6)

Il en découle I'estimation affinée
1 Po s )< C ll @ llwy -
Dans la derniere étape nous faisons glisser la donnée ¢ le long de I' en posant pour 7' > 0

QD[T} (t7 w) = (P(t - T7 w)'

L’étude du modele jouet montre en fait que :
[T] |12 e 2
1 Pone™ 1Py 5 = [ [ €l eoth (o 1€1) 1 9t6w) P de

(V.5) donne alors le résultat fondamental de I’étude du probleme caractéristique
(V.7

/*“/ |f|COth(—|fl)|<p(§, w) |? dédw.

P s 0 7 7
Pour en déduire I’effet Hawking, on note que la théorie de la diffusion par un trou noir éternel assure que
lor = e w5 O, (V-8)
oll
o (t,w) = [Qpu®], (re =1-2t,w).

(V.9)

On conclut que
Il feoth (ZHE ) 54 5.

| Por Il 0

et comme :
U0, T)® = (1 - x(r))UR(-T)Q® + Por + o(1)
dans 72 (0), et que les termes de droite sont asymptotiquement orthogonaux, on obtient finalement le
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Théoreme V.1 (Résultat principal). Pour tout ® dans Ds la limite (I1.29) existe et :
lim [|UO,D)@ |2, =[95@ |, +]| /coth (EH% )Q— o |2
Tooo T T ko) e T ko pH)BHTL L

Selon la théorie quantique des champs, cette limite signifie que ’observateur au repos en coordonnées
de Schwarzschild mesure a l'infini de son temps propre, une émission thermale, & la température ﬁ?
indépendante de I'histoire de I'effondrement gravitationnel, de particules sortant du trou noir vers linfini.
Clest le célebre effet Hawking [14]. L’analyse précédente peut s’étendre aisément & d’autres champs ( Dirac
[17], Maxwell [1], spin 2 [18]), et aux trous noirs avec constante cosmologique [2]. L’étude de la rétroaction
de la radiation Hawking sur la métrique (évaporation quantique du trou noir), ainsi que le cas des champs
en interaction [8], [16], posent des problemes non linéaires redoutables et totalement ouverts.
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