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I. Présentation

Le probléme fondamental de la relativité générale est celui de I'existence et de
la stabilité des solutions du systéme des équations d’Einstein

(1) Guy = 81Ty,
couplées a des équations de champs
(2) Ly(2,0,9)=0,

reliant la métrique g aux champs V. Dans toute sa généralité ce probléme est colos-
sal (cf. D. Christodoulou et S. Klainerman [8] pour la stabilité de la métrique de
Minkowski dans le vide). Une simplification drastique est 1’approximation linéaire ou
P’on suppose qu’un champ ¥ de faible amplitude, i.e. |T,,| < 1, affecte peu la mé-
trique g qui restera voisine d’une solution des équations d’Einstein dans le vide, (1)
avec T, = 0. En revanche, les équations de champs (2) dépendent de fagon cruciale
de la métrique g. On est ainsi amené a étudier les équations de champs classiques
sur les variétés d’Einstein dans le vide, telles que les espace-temps de Minkowski ou
de Schwarzschild. Ce dernier cas qui modelise les trous noirs neutres sphériques fait
I’'objet d’intenses recherches en astrophysique (cf. par exemple S. Chandrasekhar [6])
mais peu d’études mathématiques rigoureuses ont été consacrées a la diffraction des
champs par un trou noir, c’est & dire au comportement asymptotique des solutions
de (2) en métrique de Schwarzschild. L’objet de cet article est de présenter I’état de
I’art en ce domaine.

Le premier résultat a été obtenu par J. Dimock [10] qui construisit 'opérateur
de diffraction pour le D’Alembertien, en tirant partie du caractére de courte portée
de l'interaction gravitationnelle a I'infini. Dans le cas de I’équation de Klein-Gordon
ou la présence de la masse induit une perturbation de longue portée, J. Dimock
et B.S. Kay prouvérent ’existence des opérateurs d’onde modifiés [11] conjecturant
la complétude asymptotique nécessaire pour la seconde quantification [12]. Nos ré-
sultats présentés ici concernent tout d’abord l’existence et la complétude des opé-
rateurs d’onde pour :

(1) Véquation hyperbolique de Regge-Wheeler décrivant la perturbation d’un
champ de spin s ;

(2) le systéme de Maxwell pour lequel l'interaction gravitationnelle est de pseudo-
longue portée ;

(3) I’équation de Klein-Gordon (complétude asymptotique des opérateurs modifiés

a la Dollard).
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Nous étudions aussi le probléme des résonances d’un trou noir en montrant
I’existence d’un prolongement méromorphe de la matrice de diffraction de ’équation
de Regge-Wheeler sur C\ :R™ et proposons une nouvelle procédure de calcul numé-
rique de ces poles, basée sur l'algorithme de Prony et expérimentée sur CRAY2.

Enfin nous abordons les problémes non linéaires ; W.T.Shu [16] avait résolu le
probléeme de Cauchy & petites données pour le systeme de Yang-Mills en métrique
de Schwarzschild. Nous considérons le cas plus simple de I’équation non linéaire de
Klein-Gordon en établissant que le probleme de Cauchy global & données arbitraires
est bien posé et que les solutions admettent un profil asymptotique a l'infini et a
I’horizon du trou noir. Ces résultats sont das a J.P. Nicolas [14].

ITI La métrique de Schwarzschild

Le théoréme d’unicité de Birkhoff assure que ’ensemble des solutions a symé-
trie sphérique des équations d’Einstein dans le vide est donné par la famille & un
parametre M > 0 des métriques de Schwarzschild :

oM., oM _
(3) Juvdztdz” = (1 - —g)dt' -(1- T)"ldrz —r2d6? — r? sin® Odp? .

Pour M = 0, on retrouve la métrique partout réguliére de Minkowski, pour M >
0, guv est singuliére & r = 0 et décrit un trou noir de masse ponctuelle M. On a
un résultat analogue si la constante cosmologique est non nulle ; nous renvoyons a
[2] pour ’étude de la diffraction du champ électromagnétique par un trou noir dans
un univers de De Sitter. En coordonnées (t,r,6,¢) il apparalt une singularité fictive
(éliminable par le changement de variables de Kruskal) sur la sphere r = 2M appelée
“horizon du trou noir” qu’il est commode d’envoyer a —oo en prenant une nouvelle
coordonnée radiale r, :

(4) re =71+ 2M log |r — 2M|

Il est instructif d’étudier la diffraction géométrique en considérant les géodésiques
nulles d’équation (dans le plan equatorial § = T) :

IM ., ’ : .
L) = AT - (1 )0 = =

r r- r r

t= A(1 -

On montre (cf. [4] [6]) que :
(i) si B > 3v/3MA, alors r — 00,t — oo et r > 3M ;

(i) si B < 3V/3M A, alors 7 — 1 pour une valeur finie du parameétre affine : il
s’agit d’une géodésique incomplete qui part de I'infini et franchit ’horizon du trou
noir ;
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(iii) si B = 3V/3A1 4, alors les grands cercles de la spheére {r = 3M} “sphére des
photons”, sont des géodésiques nulles ; ces géodésiques fermées sont instables : il y
a des géodésiques nulles asymptotes a la sphére des photons qui partent a 'infini ou
franchissent ’horizon. Le point (iii) montre que les singularités des champs peuvent
étre piégées par la sphere des photons : on perd le principe de Huygens et on ne
compte pas pouvoir mesurer la vitesse de décroissance de I’énergie locale ; en revanche,
ces géodésiques fermées étant instables, on peut espérer que 1’énergie ne reste pas
piégée, mais rayonne asymptotiquement quand [t| — oo, une partie franchissant
I’horizon en tombant dans le trou noir, et 1'autre partie étant diffusée a U'infini : c’est
la complétude asymptotique.

III Les résonances d’un trou noir

La perturbation d’un champ sans masse de spin s est décrite par I’équation
hyperbolique de Regge-Wheeler.

2M 2M oM 1 2M
(5) O —(1- —)o:[(1 - =09 - (1= =[5 As2% + ?—(32 —1)¥] =0

Par décomposition en harmoniques sphériques le probléme est ramené a I’étude de
I’équation

(6) u—u+Veu=0, reR,
2M (041 2M
(7) V((L‘) = (1—7)[—(—7‘_:_)4’(1—02)-;5—],1 = 7+2.7\{[10g(7"—2]\l),2M <r ,E € N

L’existence de I’opérateur de diffraction pour (6) avec des potentiels V(z) = 0(|z|~27¢),

0 < e,lz| — oo, a été établic par R. Phillips [15]. Les potentiels (7) satisfont seule-
ment V(z) = 0(]z|7%),2 — +00, aussi étudions nous (6) sous I’hypothése
(8) V(z) = Vi(e) = Vo(z), 0 < Vg, Vi(z) < C(1+|z])7 18,

Vo(r) SCL+ )75 0<e.

Pour f = (f1, f2) € [C$°(R,)]?, on introduit les énergies

B(H) = [IAP+V@IAR +[fPdr
Eo(f) = / |f{|2 + lf-z’z(/.l‘ .
1
E (f) = /lf{ .2 + V()| fi 12 + If-z!z(lﬂ" +/ |f1[2d;,; .
0
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On note Hy et Hy les complétés de [CE°(R;)]? pour Ey et E4. La solution u de (6)
s’exprime a ’aide d’un groupe fortement continu sur Hy

9)  (u(t), du(1)) = e~ A(u(0), dru(0)), A = Ao — (3 g),Ao=z‘((% (1,>

Le générateur A admet un nombre au plus fini de valeurs propres non nulles dans
Hy. Soit P le projecteur E- orthogonal de H4 sur H, ’espace E-orthogonal au
sous-espace engendré par les fonctions propres de A. Soit II la surjection canonique

de H sur H = H/KerA muni de la norme E(f) = E(f),f € f = Hf Ker A et Ker

A? sont des espaces de dimension finie ; on introduit I'espace 7'(1, E- orthogonal de
Ker A?/KerA dans H. On définit les opérateurs d’onde

(10) Wif=s- t hgle IIPe'Ae™40f dans H

sur le sous-espace Dy dense dans Hy

(11) Do = {f = (i) i € CF(Ra), [ alw)de =0}

Théoréme 1.— Sous I'hypothése (8) les limites W, f,W_f existent pour tout

f € Dy et vérifient
Waf €ty , E(Wif) = Eo(f),ImWy = ImW_ =H; .

L’opérateur de diffraction S = T’V;WV_ est donc une isométrie de Hy sur Hp.
S est unitairement équivalent a la matrice d’Heisenberg S(o,w,n) définie par

c€R"w € {+1,-1},8(0,w,w) = T(0),S(0,w,—w) = R_,(0)
ou les coefficients de tranmission T et de réflexion R, sont donnés par

T(o)[f-(z,0)

d
f+(

df- .
Iy (& o) — j#m,o)—(%—(x,a)] = 2i0 ,

. d ,

2icR,(0) =T (o) f+(=, —wa);l;j_(x,wa) f-(z, wa) f+(x, —wo)] ,

et les fonctions de Jost fi sont les solutions de
2 .

S fe A V(@) e = 0, lim T fu(w) =1
La représentatlon spectra.le libre est 'isométrie Ry de Ho sur L2(R,7 x {-1,1}s)
définie par

1

2r

EO(f, (6,—-iaxw, ia.e—iazw))

f €Dy ,(Rof)ow) = .

Le lien entre S et S est exprimé par la relation
S = 'R,o SR(—;I

Les résonances associées au potentiel 17 sont les pdles du prolongement analytique de
T(o) pour Imo < 0 .
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Théoréme 2.— Soit V une fonction continue sur R, analytique dans {z € C, |Re z|
> B} et telle que pour tout § €] — %, 7,

/ [V(£B £ pe'?)|dp < +oc, sup [pV(pe'®)| =0, |p| = o0 ;
0 B

Alors T(o) est méromorphe sur C \ {R™.

Proposition 3.— Les potenticls de Schwarzschild définis par (7) satisfont les hy-
pothéses du théoreme 2.

Si le potentiel est a support compact il y a une infinité de résonances et les
solutions de (6) admettent un développement spectral asymptotique.

Théoréme 4.— SiV est une fonction a support compact, V € L*®(R),V # 0, alors
T(c) est méromorphe sur C ; chaque bande horizontale ne contient qu’un nombre
fini de ses péles ; les pdles de parties imaginaires > 0 sont purement imaginaires et
en nombre fini ; ’ensemble des pdles de partie imaginaire < 0 est infini, on ordonne
les péles de T par ordre décroissant de leur partie imaginaire, Imojy; < Imo; <
0 <Imog <Imo_; <+ <Imo_pn,1 < j ; alors toute solution u de (6) a données
initiales dans C§°(R) vérifie

Vz € R ,3Cj(z) € C ,Ve >0 ,Yn > —N ,3C(z,n,e) >0;

(12) lu(t,z) — Z e~i7Ci(2)] < Ca,n, e)|el Tiontrtl]
j=—N -

Les résonances d’un potentiel analytique sont approchées par amortissement et
troncature : étant donné un compact

KcC\iRT,KC{o:—n/2y<Argo<m+7/2y},1< 7,
on note R(V, I{) I’ensemble des résonances de V dans I.

Théoréme 5.— Soit V un potenticel satisfaisant les hypothéses du théoréme 2.
Alors pour tout €, n > 0 il existe R > 0 tel que

Vp> R ,CardR(V, k) = CardR(1(2)-, s e *I" V(2), K),
Vo € R(V,\'),30, € 'R(l(:zt)[_p,,,}e_slxlgv, K),lo—a,l <n.

Ce résultat et la formule (12) sont a la base d’une méthode dépendant du temps
de calcul des résonances o; d'un trou noir par 'algorithme de Prony : on résout

VIII-5



par différences finies I’équation (6) pour les potentiels (7) ; on échantillone le signal
t — u(t,z) en posant ux = u(tg + kAT, ) ol ty est choisi suffisamment grand pour
rendre négligeable 'erreur dans (12) :

(13) Z Cj:]kj =up, heN |z = e~10i AT
j==N :

Selon Prony, les z; inconnus sont les racines du polynome

(14) Y apt =0,

ou les coefficients aj sont les solutions du systéme linéaire surdéterminé

N4+n
(15) anynN =1, Z QGjpm =0,m=0,--- M ,M>N+n.

J=0

Les résonances dépendant de fagon trés sensible du potentiel, toutes les procédures de
calcul comportent une étape instable: ici c’est la résolution de (15) par décomposition
en valeurs singuliéres ou une faible variation des u; affecte considérablement les a.
Cette méthode implémentée sur CRAY 2 s’avére remarquablement précise dans le
calcul des premiéres résonances ; en revanche son efficacité, a comparer avec des mé-
thodes WKB, décroit pour des résonances de grande partie imaginaire (évanescence
trop rapide du signal)

IV Le systéeme de Maxwell

Les équations de Maxwell dans la métrique (3) ont la forme

(16) QU =—iHU ,V.E=V.B=0,U =(E,B)=(E",E? E¥,B",B% B¥)

ou —a o .
0 rsin 085’ rsin 06‘9 sin 6
{0 VX . .
A= (—VX 0 ) VX =1 5l 0 —F0rra

— 20y 20,ra 0
—2 2 x-2 . —1 . -9 - 2M 1/2
VX =ar 0. (r*X*) + (rsinf) " [Ppsin X’ + 0,X%],a = (1 — —)/~.
T
H est un opérateur autoadjoint sur les espaces

(17)  H=[L*()2M, +oo[, xS2 . 1 drdw)]®, H'®) = {U € H,V.E = V.B = 0}
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et sur 'orthogonal H dans H) du second espace de cohomologie
(18) H={U ¢ 7‘2“”,/ E"drde = / B"drdw = 0}.
On compare les champs a U'infini aux solutions du systéme de Maxwell

(19)

' . ' . . 0 rot
000 = —tHooUoo, divEee = divBa = 0,Usc = (Eoc, Boo), Hoo =1 (—rot 0 )

dans ’espace temps de Minkowski
20 R x RY x §2 | g dutda? = dt* — dp* — p*(d6* + sin® 8dp?).
P w i f
On introduit les espaces d’énergie finie
21)  Heo = [LA(RT x S2, p?dpdw)]®, Hoe = {Use € Hoo;divEs = divBoo =0
P '

Pour éviter une interaction de longue portée, on identifie p et r. donné par (4) et on
construit un opérateur Z, : H~. — H cn posant

(22)
(ZooUoo)(Tx,w) = X(ra)Uso(rs,w) pour 74 > 0 (ZeoUs)(re,w) =0 pour r, <0,

ou x € C®(R),x(r«) = 0 pour 1« < 1,\(r«) = 1 pour 7, > 2. En fait H — Ho
contient encore une perturbation de longue portée, mais par ce choix, celle ci affecte
seulement les composantes radiales qui, par I'invariance par rotation, décroissent plus
vite que le champ total ; I'interaction est de pseudolongue portée et on introduit les
opérateurs d’onde classiques

23 WU, =s— lim ¢'HT e "~ dans H.
w )y

t—=xoc

Prés de ’horizon, on compare le champ avec des champs d’ondes planes a polarisa-
tion gauche (droite) franchissant 'horizon futur (émergeant de ’horizon passé) en
introduisant

(24) Ho = {Uy = (E},E{.EY . By.BY,BY) € [L*(R,, x S%,dr.dw)]®},
(25) HE = {Uy € Ho : Ej = B] = +E{ + BY = +E¥ — B{ =0} ,
(26) Uy € HE . (70U (e w) = Ug(£t + 14y 0)

(27)  To:Ho — H,Us € Hy = (Zolo)(revw) = a1 (1 = \(r4))Uo(ra,w)

(28) WiEUy = s — lim "UZe "o, dans H.

t—+c

En utilisant les méthodes de Cook ct de Birman-INato on prouve le
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Théoréme 6.— Les opérateurs W @ WX sont des isométries de HE ® Hoo sur H.

V L’équation de Klein-Gordon

Un champ scalaire de masse m > 0 en métrique de Schwarzschild est décrit par
I’équation

v 1 90

@) Zw o

0 2M 1
(r25T_\1;) +(1- T)(—r—zASz\If +m?¥)=0,2M <r.

La solution ¥ s’exprime a l’aide d’un groupe unitaire :
(30) (T(t),0:%(2)) = e~ (2(0), 0, %(0))

ou H est un opérateur autoadjoint sur I’espace de Hilbert H complété de C§°(R,, X
S2) pour la norme d’énergie

(31) ||(f1, f2)lI5 = /{Iar.fllz +(1- ETM)[;IZ‘IVyflIz +m?|f1l’] + | f2 | }rPdradw

Prés de I’horizon du trou noir, on compare les solutions de (29) avec des ondes planes
solutions de

(32) Wy - 02 0o =0,

en introduisant les espaces 'Hf,t complétés des ensembles de données réguliéres ren-
trantes/sortantes D

(33) DF = {((rar) o fi(rar ), i € CF°(Rer, x S2))
pour la norme d’énergie libre

(34 I3, )l =404° [ 1or AP + ol

et le groupe unitaire sur Hy @ Hg défini par

(35) fo € DE, (70 f)(ry,w) = Up(£t + 4, w) .

On construit un opérateur d’identification (non borné) entre Df @D, et H en posant

(36)  (f1,f2) € Dy = [To(f1, f)l(re,w) = (X(ra) fi(Ta, ), X(ra) f2 (T, w))

ou x € C*°(Ry,),x(r«) =1 pour r. <1,x(r.) = 0 pour r. > 2.
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On introduit les opératcurs d'onde classiques

(37) foe DEWEfy = — Jim My~ "ofy dans H .

A Dinfini le terme —2AIm?r~! daus (29) constituce une perturbation de longue portée
de I’équation de Klein-Gordon daus 'espace-temps de Minkowski

1 . 1 .
(38) [0? — =0, r%0,, — —Ag2 + m* Ve =0,0< 7, .
2

"2
s *

Suivant [11] on compare alors les solutions de (29) & I'infini avec des champs évoluant
selon une dynamique de Klein-Gordon modifice & la Dollard : soit Us(t) le propaga-
teur unitaire sur

(39) Hoo = H'(R?) x L*(R?)
défini par

cos(tBy + Dlogt) By 'sin(tBy + Dlogt)

(40) Uoolt) = [ —Bysin(tBy + Dlogt) cos(tBgy + Dlogt) ’

t

Bo = (—Ags + m?)Y/? D = Mm?|Vgs|™! ,logt = mloglﬂ .
On introduit un sous espace dense de Hs
(41) Doo = {(f1,f2) € Hao, | ¢4 fi(x)dr € C5°(Rg \ {0})} -

R3
On construit un opérateur d'identification T, : Hoe — H
(42) (fl ) f'_)) € Hoo s [Ix(fl . fZ )]("*- W) = (1 - \’(71* ))(fl ) f2)[z=r..w .

On définit les opérateurs d’onde modifiés en posant

(43) foo € Hoo \WEfo =s— Jim M T Uso(t)foo dans H.

Théoréme 7.— Les opérateurs Wi 5 TVE sont bien définis sur DF @ Doo et se
prolongent en des isométries de ’H(:)t & Hoe sur 'H.

L’existence des opérateurs d’onde est prouvée par la méthode de Cook dans [11]
[12]. Nous donnons I'idée de notre démonstration de la complétude asymptotique. On
découple I’étude a l'infini et I'étude a I'horizon en comparant (29) avec le probléme de
Dirichlet pour cette méme équation avec la condition homnogene sur la sphere r, = 0

(44) U(tr, =0,w)=0
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qui constitue une perturbation “de courte portée” du probléme initial. Le facteur
(1 — 2M) étant exponentiellement décroissant quand ry, — —oo, (29) et (44) est
une perturbation de courte portée de (32) sur ] — 00,0],, : ’existence et la complé-
tude de I/VOi découlent rapideiment des théoremes de Birman-Kato et du principe
d’invariance. Le probléme a I'infini se ramene a ’étude de ’équation de Klein-Gordon

(38) perturbée par un potentiel

2Mm?

||

(45) V=V,-

ot Vi(z) = 0(|z|717%), |x| — oc. L’existence et la complétude de WZ résultent des
travaux de Kitada [13] sur I’équation de Schrédinger et le principe d’invariance pour
les potentiels de longue portée. Finalement on a le résultat de complétude

(46) Wy Dy & WD = Wit DF & WEDoo = Hae
Pour établir la complétude asymptotique
(47) Hee=H

on décompose (29) en harmoniques sphériques, et on utilise le fait que ’opérateur

sur L*(R,,)

. 2M 1+ 1 2M
(48) -9 +(1- ) (+)+ + m?

r r? r3

a un spectre absolument continu [5].

VI Equation non linéaire de Klein-Gordon [14]

On considére une perturbation non linéaire cubique de (29)
(49)

24
33\11 —r72)9, !

[r20,, ¥] + (1 - T—)[-?‘—“’ASQ\I/ +m*U 4+ [P0 =0,2M <r,0 < A .

-

On introduit ’espace de Hilbert H complété de [C§°(R., x S2)]? pour la norme

20 1
);72“|v5'2f1 1>+ |1 + | f2|?}rPdredw .

50)  NI(F, Fo)l% = / {10n, fil? + (1 -

Le contréle L? de f; rend cette norme légerement plus forte que la norme de ’énergie

libre (31) mais permet d’estiwer la non lindarité par un théoréme d’injection H* C L®
(T4 ‘ 2] — ‘ . ‘

sur la variété (R,, x S2.¢g = (1 — ",4) Vi + 12 de?).
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Théoréme 8.— Etant donné (f1, f2) dans H, I’équation (49) admet une unique
solution ¥ satisfaisant

(51) (¥,0,%) € C°(Re, H), ¥(0) = f1,8,2(0) = f; .

Le changement de variables de Kruskal-Szekeres (t,r) — (T, X)

—-2M
X = e /AM(ntAM g pomnt/AM) T = gre [AM(ent/AM _pent/aM) g = T
|r —2M|
élimine la pseudo-singularité & r = 2M et représente

R;x]0,00[,xS2 par Q= {(X,T,w),0<T+X,T?> - X? <8Mw € §%}

ou I’horizon futur est la sous-variété caractéristique & = {(X = T,T,w), 0 < T,w €
S52}. (49) est équivalente & une équation du type

(52) OFf — 0% f = A(T, X)As: f + B(T, X)f + C(T, X)|fI*f =0

que l'on résout sur Q ; la trace de f sur ¥ donne le profil asymptotique de ¥ a
I’horizon

Théoréme 9.— Etant donné (fi,f2) € [C$(2M, 00[,xS2)]2, il existe ¥y €
C>(R, x S2) tel que pour tout (s,w) € R x S%, la solution ¥ de (49) (51) véri-
fie

(53) tliT U(t,re = =t + s,w) = ¥o(s,w)
(54) . li+m (0t — 0r)¥(t,rse = -t +s,w) =0

(54) est la condition d’impédance de T. Damour [9].

Pour les champs sans masse, on étudie le comportement asymptotique & ’infini
par une démarche analogue en utilisant la transformation conforme de Penrose

T = Arctg(t + r«) + Arctg(t — r«), X = Arctg(t + r.) — Arctg(t — r,).

On montre alors que les solutions de (49) satisfont la condition de Sommerfeld sor-
tante & l'infini :
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Théoréme 10.— Etant douné (fi.f2) € [CF(]2M, 00[, xS2)]?, il existe ¥oo €
C°(R,, L%(S2)) tel que pour tout s € R. la solution ¥ de (49) (51) avec m = 0,
vérifie

~

(55) tEEI t0(t,1e =t + s,w) = U (s.w) dans L*(S?)
(56) . ligl t(0y + 0, )U(t,re =t +s,w)=0 dans L*(S2).

L’existence des opérateurs d’onde et de diffraction pour I’équation non linéaire
(49) est un probleme ouvert difficile dont la résolution nécessitera une analyse tres
précise du propagation linéaire.
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