DECROISSANCE DE L’ENERGIE LOCALE D’ UNE ONDE
DIFFUSEE PAR UN OBSTACLE INHOMOGENE

ALAIN BACHELOT et AGNES PUJOLS

Nous établissons la décroissance de I’énergie locale d’une onde acoustique dif-
fusée par un obstacle inhomogéne, et démontrons que |’onde est asymptotiquement
sortante.

A la suite dex travaux fondateurs de Lax-Phillips sur la diffu-
sion par un obstacle réfléchissant [2], les cas des obstacles homogenes,
dissipatifs [3], [4], [5], ou des potentiels [1] ont été étudiés. Ayant en
vue des applications a des cas concrets complexes, nous considérons le
cas techniquement plus compliqué de la diffusion par un obstacle inhomogene.

Etant donnés un ouvert Q c {x e R3; | x| < p} de frontiére X, de
normale unitaire sortante v, et un ouvert Q,, QO < Q, de frontiére I', de
normale unitaire rentrante n, on considére le probléme
(@7 =A)u =0 dans R} x Q,,Q,= R3\QJ, |
(r(x)8*=A) u+p (x)0,u = 0 dans R; x Q;,Q,=0\Q,,
u=uyet 0,u =0, uysur Ry x 2,

B u,0,u)=0sur Ry x ",

(1)

ou la condition sur I est de type Dirichlet, Neuman, Robin ou impédance
B (u, Ou) = u ou B (u, 0,u) = O, u+ o(x)d,u+ y(x)u.
On suppose que les fonctions 7, B, y et a, et les frontiéres I” et ¥ vérifient
rBe C"(Q ), 7, B analytiques dans Q, o, ye C* ([),0< o, B,y et 0 <7,
[" est C* et X est analytique.

L’obstacle est dit conservatif si o et p sont nuls et dissipatif dans le cas
contraire. Dans le cas conservatif, on renforce légérement 1’hypothése
sur v en imposant

r est analytique sur QU X.

Pour résoudre le probléme mixte hyperbolique associé a (1) on pose

F() = "u(2), 8, u(?)), 8, F= AF, t >0, 4 = ( 3 Iﬁ)’
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ou 7 et E désignent le prolongement de » et B respectivement par 1 et

0 dans Q,. On introduit I’espace de Hilbert H, complété de I’espace
X={1 ) fie CP(QU Q,), B(f}, ;) =0} pour la norme

Gt = v, CORES + 7, AP+ [y @Ifs f e o),

et le sous espace D(4), complété de X pour la norme du graphe de 4. On
va montrer que 4 est un opérateur maximal dissipatif, générateur d’un
semigroupe de contraction U(#) sur H. Dans le cas conservatif 4 est
anti-autoadjoint et U(#) est un groupe unitaire.

PROPOSITION 1. Pour toute donnée initiale f dans D(A), il existe
une unique solution u de (1), u (¢,x) = [U(?) f],(x) telle que:

(u, 3,u) € C° (R}, D(4)) N C! (Rf, H), “(u(0), 0, u (0)) = 1.

Preuve. 11 est facile de voir que I"opérateur 4 est dissipatif. En

effet on a

VSeDW) UiN+ (AN =-2[alplrdr -2 [ plfl2de<o

Il reste & montrer que 4 est maximal dissipatif. Pour cela, il suffit que

I’image de 4 — Id soit H. On va procéder en deux étapes: d’abord prou-

ver que Im (4 — Id) est fermé puisque Im (4 — Id) est dense dans H.
L’opérateur 4 étant dissipatif, on a pour tout f dans D(4) -

2 2
I <Re(@d-4)1,/) < [(4-1d) A
Or A4 est un opérateur fermé donc Im (4 — Id) est fermé. On considére
maintenant le probléme

(4-1d)D=h
(2) 0,0+7y®;+a®,=0sur
Dyo, = Py, s av(DI/QI :avq)l."Q;_ sur X
avec h = (hy, h,) dans Q(ﬁ)x![)(ﬁ). Comme 2D (Q)x D(Q) est dense

dans H, ’ensemble Im (4 -Id) sera dense dans H s’il existe une solution
® dans D(4). On est ramené a résoudre le probléme

(A‘(7+E))(D1= (7+§)h1 +7 h, dans Q
0,01 +(y+a)®;=—ak sur T
q)l/Q] = (D1/92 , 0y (DI/Q] =3v®1/92 sur 2.

Soit / (9) = ((?+[§)h1 +?112,(p)L2(Q)_—(0L hy ,(p)Lz(l_). On introduit la norme

o1 = [ (Vo + F+Bfol )w+ [ (ot ar
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et on considére I’espace H fermeture de D (Q)pour la norme [fl&La
forme linéaire [ est continue dans Hjd’ou, d’aprés le théoréme de

représentation de Riesz, il existe g dans Hi tel que

19) =g, 91= [ (Vo Vot (F+P)gp)ds+ [ (a+y)gdr.
Si on prend ¢ dans D(Q) alors
=~ Ag + (7+P)g dans D' (Q).
Si on choisit maintenant ¢ dans £(Q), on obtient au sens des distributions
- (et+y)g+o,g=—-ah,.
On a donc obtenu une solution faible de (2). Puisque f'€ L2 (Q2), on déduit que
Ag e L? (Q). Alors on a trouvé une solution de (2) dans D(4). C.Q.F.D.

En utilisant le théoréme d’Holmgren et les hypothéses
d’analyticité on établit le résultat clef suivant

PROPOSITION 2. 4 ne posséde pas de valeur propre de type ic, o€ R.
Preuve. Commencgons par montrer que 0 n’est pas une valeur
propre. Soit f'un vecteur du noyau de 4, alors sa seconde composante f,
s’annule tandis que sa premiére composante J1 est une fonction har-
monique, dont le gradient est dans L2, et f| satisfait, soit une condition
aux limites de Dirichlet homogeéne, soit la condition mixte
Oyt . =elisur .
Par ailleurs f] étant dans ’espace de Beppo-Levi, elle vérifie
(I +]xD f; e L2 (Q).
et la formule de Green donne

0= [V 5 V fidnet [0, o o fy 1T (2):

La conclusion f; = 0 est immédiate. Il reste & vérifier maintenant que
pour 60, le complexe ic n’est pas une valeur propre de 4. Soit f une
fonction de D(A4) vérifiant -
(3) Af=ic f
et soit x une fonction C*® qui s’annule au voisinage de QUK et qui vaut
1 pour tout |x|> p. On pose g = x/f alors g est défini partout, est
d’énergie finie, et satisfait

(dy—ic)g=h
avec i nulle pour | x|> p. On sait alors [2] que g = 0 pour | x| > p, donc
f=0 pour | x| > p. Dans D’ouvert Q,, la premiére composante de f est
solution de 1’équation elliptique

(At o) fi-=0
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et d’autre part f, = icf;. Les solutions d’une telle équation sont ana-
lytiques dans Q,, il s’ensuit que f s’annule dans Q,. Dans Q, 1’égalité
(3) donne
@ (A+0%1(x)—ioB (x)) ;=0 dans Q,
et puisque '€ D(A4), on a aussi les conditions de transmission
f1=0,0, f; =0 sur X.

De (3) et de I’analyticité de » et B, on déduit que f est analytique dans
Q,. On va distinguer deux cas: le cas conservatif (B = 0, a = 0) et le cas
dissipatif (o ou p = 0). On commence par le premier de ces cas. Notons

Pl 0)io = AF 5% 7 (x)lg, (x)g dans Q
ol IQ1 désigne la fonction caractéristique de Q. Soit un point x; de la

frontiére X. 1l existe un voisinage ¢’ de x,, et une fonction 7 qui soit

analytique sur @, et coincide avec r sur Q N €. On pose alors
0 (x,0) =A+oc?7 dans )
eton a
0 (x,0) = P (x, 0) sur QN 2.

Puisque /'€ D(4), sa premiére composante f; est telle que Q f; € L%2(@).
D’autre part, f; est nulle dans Q,, donc

O0fi=0surQ,N&
L’équation (4) avec B = 0 entraine que

Ofi=0surQ N
D’ou Qf, est nul sur @ et f; est nulle sur Q,N €. Le théoréme d’Holmgren
assure alors I’existence d’un voisinage de x, sur lequel f; = 0. Par analy-
ticité, on en déduit que f's’annule aussi dans Q,.

Pour le cas dissipatif, on multiplie par ]?1 et en intégrant sur Q,,

une simple formule de Green donne
2 - Z : 2 .
~[o VAF dxt [0, fi Ad0= io @ (@) +io re)|Af dx.

Sachant que, sur le bord I', on a
O, fityfiticaf =0,
en remplagant 0, f] par — (y f; + ic a f;) on obtient
2 7 2 ; 3 2
=[o WAl dx+ [ (r|Aif +io a | yr=] o @)+ior(|fif dx.

En prenant les parties réelles et imaginaires de 1’équation ci-dessus, on
trouve les deux égalités suivantes:

s VAl de+ [ v|s[far= o Jo, 1A ax, [, Bealfifde==f als[ ar.

(V5]



5 DECROISSANCE DE L’ENERGIE LOCALE 455

Les fonctions B et o étant positives, on tire de la deuxiéme égalité que:
2
Bx) lfll = 0 dans Q, a(x) lfllzz 0 surT.

Si B n’est pas identiquement nul, son analyticité entraine que f;
s’annule sur Q. Si B est nul, et o non identiquement nul, f; est nul sur
une partie ouverte non vide de I', et par la condition aux limites, 2, /i
s’annule aussi sur cette partie. Donc /] qui est solution de (4), est nul
Sur un ouvert non vide de Q,, et par analyticité s’annule sur tout 2.
Dans tous les cas f, est nulle dans Q; donc f, I’est aussi. C.Q.F.D.

Le résultat principal de cet article exprime le fait que les solu-
tions perturbées U(t)f sont asymptotiquement sortantes. On définijt les
espaces de données rentrantes (D?) ou sortantes ((D?) par

(DE)={/ € Hy /[U4(0) /1(x)=0 pour | <+ ¢+ 4}, 4> 0,
ou H, est le complété de D(R3) x D(R3) pour la norme

7o =Jes (VA G + 11 oy,

et U, (¢) Popérateur unitaire:

T (Ao),Ao=(Z é]

Soit PP la projection orthogonale sur I’orthogonal de DF dans H.
THEOREME. Pour tout f'dans H, on a: ’
lim PPU(¢) f=0.
t—+00
Preuve. On commence par montrer que
(5) VfeH, YV R>p lim inf | U(7) =0,
t—>+0
ou
2 2 2 2
=I5 0 anag (V3 G +7 0|1 GofP ) e @A @P)dr @),

Le théoréme RAGE (Ruelle, Amrein, Georgescu, Enss) pour les semi-
groupes de contraction [4] entraine qu’il existe une suite {z7,},

b >4 ——>+&-telle’qhe
lim (U@)f,8)y=0 Vfgen
h—>+o0
D’autre part pour fappartenant D(4) on a
oo sl la v <l Ja s <+ o
Par le théoréme de Rellich Kondrasov et le théoréme de régularité el-
liptique, I’ensemble (U@, k> 1) est précompact dans la norme “ ”R.
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Donc il existe une sous-suite tmk tendant vers 1’infini telle que U(lmlc )

converge en norme vers 0. Pour f arbitraire dans H, on conclut par
I’argument de densité usuel et (5) est démontré.

On remarque qu’il suffit de prouver le théoréme pour f dans un
sous-ensemble dense de H. On choisit ici AD(4) qui est dense dans H
parce que O n’est pas une valeur propre de 4 ni de son adjoint A*
(méme démonstration que pour 4). On a

lim inf|U (¢,)f], =0,V feH.
, t=>+0 P
Ainsi pour & > 0, il existe t(¢) suffisamment grand tel que
|U(c)4g],, <& Vg e D(A).
L’inégalité d’énergie donne
< <t < 3p.
lw@d| <|dl,, vdeH 0<r<3p
En appliquant ce résultat U(t)4g on obtient
(6) ”U(t)Ag||p<a VgeD(4),T<t< T+ 3p. ;
On note U(f)Ag = (w (8,.), 9, w (2,.)). Soit & dans D(R3) telle que E(x) =1
pour | x| >p et&(x) =0 pour | x| <p’ ou p<p tel que B (0, p’) 2K Uﬁl. On
pose v = Ew alors (v, 0t v) € H, et vérifie
{(6,2 —A)v=g dans R, xR}
v(0,)=82,,0,v(0,.)=5(F ' Ag —p/7g,)
avec g =—-wAE -2 Vw. VE. On a

”Pf U(t)Ag”< PP (v,0, v+

PP (1-&)(w,0, w“
Or PP agit comme I’identité sur les données support dans la boule
ouverte B(0, p) d’ou

PP U(t)Agu <[lPP(v,0,v)

|+ Clu@Ag],
L’inégalité (6) nous ameéne
PP U(t)Ag”<

PR (v,atv)“+Cs, TS LS4 3p:

Reste vérifier que

PP (v-p. v)l|< Cle,

Puisque (v, 0, v) € H,, et plus précisément

v (,0,v (D) =U, (1) (& 4g),
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on va employer la représentation par translation de {U, (9)}. Cette appli-
cation, notée S, est basée sur la représentation des solution u de I’équation
des ondes dans 1’espace libre en une superposition d’ondes planes

ult,x)= —;;Jlsz k(xo-t,0)do,

ou k(s, ) est une fonction définie pour s € R, et ® €52, la sphére unité.
Les données initiales de u, f= (f1, f2) sont données par

1 1
£ (J«:):E_[S2 k(x.0,0)do, f, (x):i;fsz -0, k(x.0,0)do.
On définit la repre’sn_sntation par translation de f; & /= k, par
1
(£ 1) (s,0)=k(s,0) = E{—afRfl (5,0)+0, R [, (s,0)},

ou R est la transformée de Radon
Rg(s,0)=[ , g(x)dS(x).
On rappelle briévement les propriétés de 2 (voir [2, 4])

(1) R est une application unitaire de Hy sur[*(Rx S 2
(1) R Uy (1)=T, R ou: T, est la translation parrapport a s de t
(iii) & DY =I? (|- ,—p[x §2), & DP =% (Jp ,+ oo [x 52).
On vérifie facilement que
RAy=-0, R.
Ces rappels étant faits, on appelle m le représentant par translation de
(v, 9, v) et/ celui de (0, q). Puisque v vérifie OJ v = q,ona
@t d)ym= L
Gréce aux propriétés de &, on voit que
PP (v,0, v)”=”m a8 525

Notre but est donc d’estimer la norme 2 (] -0, p[x $?) de m(f). Choisissant
t=1+3p,ona

”m (ovk 3p)”i2 e
:jsz .ES!m(S’T + 3p,u))[2dsdm + jsz J._pp ,m(s,‘c + 3p,m]2 dsdw.

Or on remarque que le support de / est dans [-p.p] xS8? car g s’annule
dans B(0, p). Donc pour s < — p, m vérifie (0,+8,) m=0, et m est con-
stante le long des caractéristiques

m(s, t, ®) = m(s—t, 0, ®) pour s < —p.
La premiére partie de la norme de m a calculer s’écrit

[ [ lm(s, v+ 3p,0) dsdo= [, [*|m(s,0,0) dsde.
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Il est clair que cette intégrale tend vers O quand t tend vers I’infini.
Pour estimer

p 2
I:_[Szf_p|m(s,t+3p,m)| dsdw,
on exprime la solution m pour s € ] —-p, p[ comme suit
m(s,t,oo)=m(—p,t—s—p,w)+j§+sl(t’~p,t+r’—s4p,03)dr’,
d’ou pourt=1 +3p
m(s,t +3p,a)):m(—p,r—s+2p,co)+j§+sl(t—p,t+1:—s+ 2p,®)dt.
Orona
m(E=p,T-st2p,0)=m(s-1-3p, 0, ®).
En se servant de ce qui précéde, on majore [ par

2
C{ISZ fp|m(s— T-— 3p,0,(,))|2 dsdw + J.SZ pr

p+s .
J‘o [(t=p,t+T—5—2p,®)df| dsdw.

On voit, via le changement de variables s' = s—1-3p, que la premiére de
ces deux intégrales tend vers 0 quand 7 tend vers I’infini. On s’intéresse
maintenant la seconde intégrale soit

ﬁﬂl(t—p,tﬁ-r -5+ 2p,®)dt

2 (-p.plsxS3)
Pour ¢ € [0, p+s] on a les inégalités
T T 20 —5SS% RZ2p—sgrs<ti3p.
On en déduit la majoration suivante
p+s
jo [(t=p,t+T—s5+2p,0)|dt<(p+s5) sup G100 o gy -
te[t+2p—s,1+3p]
Sachant que s appartient [-p, p], on a
_[p+s|l(t-—p,t+t—s+2p,a))[dt<2psup “l(.,t,co)” St
0 L™ (R)
teft+p,t+3p]
et comme H! (R) < L® (R), on en conclut que
p+s
Jo [[(¢=p,t+1—5+2p,0)dt< C 2psup J{”l(.,t,m)”Lz(R) +8,1(.,t,0)

teft+p,T+3p

7 (R)}'
La fonction [ étant le représentant par translation de (0, ¢), on a
LG Py ALCLL) Pym ((UP10) M 2O O A

On rappelle que g = —~-w A§ — 2Vw. VE ol w est la premiére composante
de U(t)Ag. 11 est facile de voir que
[©.q)], <Cung], +[v@)4g],)

et
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4 0.9, =[v4] 2 (B(O,p)°

La théorie des équations aux dérivées partielles elliptiques nous
de majorer cette norme par ”A U()g

D(A4). On a donc obtenu

permet
3 ="U(t)Ag”p puisque g appartient

cp+S

ly 1@=p,t+1=5+2p,0)|di<Cp sup {“U(z)g”p+”U(I)Ag”p}.
P

THPSISTH3,

En employant nouveau le fait que la vitesse de propagation est finie, on a
p+s
jo {(t=p,t+7 =5+ 2p,0)di< Cp{lu (t)g”4p +“U(T)Ag”4p}
et comme pour T assez grand

[ (el <e et [v()4g], <,

on a ainsi démontré que

. Nep+s
lim Jj|°
ool 0

H(t—p,t+1—s+2p,0)ds =0.C.Q.F.D.

I (-p.pl,xS2)
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