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Les deux problemes sont indépendants.

I. UN MODELE EN RECGIME TEMPOREL

Dans ce probleme, toutes les fonctions sont & valeur réelle et les espaces vectoriels sont réels. On
s’intéresse a la propagation d’une onde massive a ’extérieur d’un obstacle absorbant. {2 désigne un
ouvert borné de R3, de frontiere réguliere I', de normale unitaire rentrante v et on pose ' = R3\ Q.

On introduit I'espace de Hilbert H = H'(Q') x L?(£)’) muni de la norme
I (uo, ua) II3,= /Q | Vuo(z) [* + [ uo(z) |* + | wi(z) |* da,

et I'espace H' (', A) = {u € H'(Q'); Au € L*(Q')}. On considere 'opérateur

0 1
a=(x01 o)
muni du domaine

D(A) = {(ug,u1) € HY(Q,A) x HY(Q'); dyup +u1 =0 sur T'}.
(1) Montrer que pour tout (ug,u1) € D(A) on a

(i) ()=

(2) Soient a, 8 > 0, f € L*(Y), g € L*(T). En utilisant les formes

a(u,v) = | Vu(x)Vu(z) + au(z)v(z)ds + ﬁ/ uvdl,
194 r

l(v) = fvd$+/gvd1",
0% r

montrer que le probleme:
—Au+tou=f, xzec,
ou+pPu=g, vel,

admet une unique solution u € H(Q'). En déduire que Id — A est une surjection de D(A)

sur H.



(3) Etant donné (ugp,u1) € D(A), montrer que le probleme
RPu—Aut+u=0, teR", zec,
du+0u=0, teRT, zeTl,
w(0,7) = up(z), Ou(0,z) =ui(z), =€ X,
admet une unique solution u € CO(R;S, HL(Y, A)) N CL(R,, HL(QY)) N C*(R;", L3(Y)).
(4) On suppose que ug et u; sont nuls pour | z |> R. Montrer que
|z |> R+1t=u(t,z) =0.

(5) Décrire en détail un schéma d’approximation numérique du probléme.

II. UN MODELE EN REGIME HARMONIQUE

Q) désigne un ouvert borné de R3, de frontiere réguliere T, de normale unitaire rentrante v(x) si
z €T, et on pose ' = R3\ Q que 'on suppose connexe. On note yov la trace sur I' d’une fonction
v. Si u est une distribution sur Q U ', on note respectivement u; et u. les restrictions de u a Q et
Q. On considere les problemes extérieurs et intérieurs :

(IL.1) ue € HL (), ue satisfait la condition sortante de Sommer feld,

(I1.2) Aug + Nue =0 dans

(I1.3) u; € HY(Q), Au; +Nu; =0 dans Q.

Si u est donné par u; dans Q et u. dans €', on note [u] = 7ou; — Youe son saut a travers I,
[Oyu] = Oyu; — dyue le saut de sa dérivée normale. Ly et M, désignent respectivement les po-

tentiels sortant de simple et double couche sur I'. On rappelle qu’étant donnés p € H _%(F) et
q € H%(F), u = L p — Mg est I'unique solution de (IL.1), (I1.2), (IL.3), satisfaisant [0,u] = p,
[u] =q.

On se propose de résoudre le probleme de Dirichlet extérieur par la méthode de potentiel de double
couche sous une certaine condition sur la fréquence.

(1) Soit ¢ € H%(F), q # 0, satisfaisant :

1
(I1.4) Myq + 51 = 0.
On considere u = —Mq. Déterminer u, et montrer que u; est une solution non nulle de

(I1.3) satisfaisant d,u; = 0 (on dit alors que —\? est une valeur propre du laplacien pour le
probleme de Neumann intérieur).

(2) On suppose qu'il existe u; solution non nulle de (II.3) satisfaisant d,u; = 0. Montrer que
q = 7You; est solution non nulle de (I1.4).

(3) Montrer que si —A? n’est pas valeur propre du laplacien pour le probléme de Neumann
intérieur, alors pour tout g € H %(F), il existe une unique solution ¢ € H %(F) de I’équation

1
Myq + 51="9

(4) En déduire que sous cette condition, il existe un unique wu, satisfaisant (II.1), (IL.2) et
YMUe = G-

(5) Décrire en détail un schéma d’approximation numérique pour ce probléeme.



