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Dans tout le sujet, u désigne la mesure de Lebesgue.

Question de cours 1 : Enoncer le théoréme donnant la continuité d’une intégrale & paramétre.

Exercice 1. Soit T le triangle de IR?, de sommets (0,0), (1,0) et (0,1). En justifiant tous les
calculs, calculer

/ (z +y*)y dp(z,y).
T

Exercice 2. Soit f: IRT — IR, mesurable, bornée sur IR™.

a. Montrer que pour tout ¢ > 0,  — 1+t#%zf(:n) est intégrable sur IRT.
Pour t > 0, on définit alors

FO) = [ f@dnta).

b. Montrer que F est de classe O sur ]0, +o0o[ et déterminer sa dérivée.
c. Donner un exemple de fonction f pour laquelle F' serait continue en 0. Justifier.

d. Donner un exemple de fonction f pour laquelle F' ne serait pas continue en 0. Justifier.

Exercice 3. Soient f € LP(IR") et g € LY(IR"), 1 <p <q.
a. Soit f une fonction mesurable positive sur IR"™. Montrer que pour tout ¢ € [0,1), et 1 < p < ¢,

s ([ i)™ ([ o)

(Indication : on pourra appliquer U'inégalité de Holder en introduisant (p’,q’) définis par —, =1-t
et , =t)
b. En déduire que pour tout r € [p,q], LPN LTI C L".




Exercice 4.
Soit S(IR), 'espace des fonctions a décroissance rapide sur IR :

B

S(R)={ue€C®(R),Vac IN,VG € N, x — :Eo‘zx—g(:n) est bornée sur R}.

Pour f € §, on note f la transformée de Fourier de f :
O =—= [ "¢ adnta)
= Var n HE:
a. Pourquoi la transformée de Fourier d’un élément de S(IR) est bien définie? A quel espace

appartient la transformée de Fourier d'un élément de S(IR)?
b. Pour u € S(IR) montrer que

lu= = [ (4 € PdE =l w s + 11 I3
c. Pour u € S(IR) exprimer || v’ ||z2 en fonction de @ et montrer que
H /12 < 1 2 12
w l[z2< 5 ([ wllze + [ o™ [Iz2).

d. Pour u € S(IR) montrer qu'il existe ¢ > 0 et C > 0 tels que

cllu—u" e ut+o —u" < Cu—u" |2
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