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Exercice 1.

1. Enoncer le théorème de dérivation d’une intégrale à paramètre de Lebesgue.
2. Pour tout x ∈ R, on pose

F (x) =

∫ ∞
−∞

cos(xt)e−t
2

dt.

Montrer que F (x) existe et que F ∈ C1(R).

� On note f(t, x) := cos(xt)e−t
2
. Comme | f(t, x) |≤ e−t

2
qui est intégrable sue R, F est bien

définie. De plus x 7→ f(t, x) est C1(R) et pour tout x, | ∂xf(t, x) |≤ te−t
2

qui est intégrable sur
R. Le théorème de Lebesgue assure que F ∈ C1(R) et

F ′(x) = −
∫ ∞
−∞

sin(xt)te−t
2

dt

�
3. En utilisant une intégration par partie, exprimer F ′(x) en fonction de x et de F (x).

� Pour a > 0, on écrit

−
∫ a

−a
sin(xt)te−t

2

dt =

[
(− sin(xt))

(
−1

2
e−t

2

)]a
−a
− x

2

∫ a

−a
cos(xt)e−t

2

dt.

En faisant tendre a vers l’infini, on en déduite que F ′(x) = −x
2
F (x). �

4. En déduire la valeur de F (x) (on rappelle que F (0) =
√
π).

� On remarque que
(
e

x2

4 F (x)
)′

= 0 donc F (x) = F (0)e−
x2

4 et comme F (0) =
√
π, on

conclut que F (x) =
√
πe−

x2

4 .
�

Exercice 2.

A l’aide d’un changement de variables, calculer∫∫
D

x2ydxdy

où D = {(x, y) ∈ R2; 1 ≤ x− y ≤ 2, −1 ≤ x+ 3y ≤ 3}.

� L’application (x, y) 7→ (u, v) avec u = x − y et v = x + 3y est une bijection C1 de D sur
[1, 2]× [−1, 3] dont l’inverse est donné par x = 3u+v

4
, y = v−u

4
. Le théorème de changement de

variable asure que dxdy = 1
4
dudv et donc∫∫

D

x2ydxdy =
1

256

∫∫
[1,2]×[−1,3]

(3u+ v)2(v − u)dudv =
1

256

∫ 2

1

(∫ 3

−1
3u2v − 9u3 + 5uv2 + v3 dv

)
du = − 17

256
.



�

Exercice 3.

En utilisant un changement de variables, calculer∫ ∫ ∫
K

z

(1 + x2 + y2)2
dxdydz, K =

{
(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤ 1

}
.

REPONSE 2008 : π
2
(1− ln 2)

Exercice 4.

1. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction 2π-périodique f définie sur R, dont
la restriction à [−π, 0[ est donnée par f(x) = 0, et la restriction à [0, π[ est donnée par f(x) = x.

REPONSE : c0 = π/4, c2n = i/4n, c2n+1 = −i/2(2n+ 1)− 1/π(2n+ 1)2.
2. Enoncer le théorème de Dirichlet et calculer les sommes suivantes :

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
,
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

REPONSE : π2/8, π/4.
3. En déduire la valeur de

∞∑
n=1

1

n2
.

REPONSE : π2/6
4. Enoncer le théorème de Parseval et calculer

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)4
.

REPONSE : π4/96

FIN


