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Exercice 1.

Montrer que la suite un =
∑n

k=1
1

n+
√
kn

admet une limite quand n→∞ que l’on calculera.

Exercice 2.

Montrer que toute fonction f ∈ C0([a, b];E) vérifiant
∫ b

a
‖ f(t) ‖ dt = 0 est identiquement

nulle.

Exercice 3.

1. En utilisant une intégration par partie, calculer l’intégrale

I =

∫ 1

0

ln(1 + x2)dx.

2. Montrer que la suite

un =
n∏

k=1

(
1 +

k2

n2

) 1
n

admet une limite, que l’on déterminera, quand n tend vers l’infini.

Exercice 4.

1. Soit F ∈ C2([0, T ];E) vérifiant F (0) = F ′(0) = 0 et F ′′(t) ≤ Ct. Montrer que F (t) ≤ C
6
t3.

2. Soit f ∈ C2([a, b];E). Pour t ∈ [0, b−a
2

] et c = a+b
2

, on pose F (t) =
∫ c+t

c−t f(x)dx− 2tf(c).
Calculer F (0), F ′(0) et montrer que ‖F ′′(t)‖ ≤ 2t‖f ′′‖∞.

3. On pose ak = a+ k b−a
n

. Montrer que∥∥∥∥∥
∫ b

a

f(x)dx− b− a
n

n−1∑
k=0

f

(
ak + ak+1

2

)∥∥∥∥∥ ≤ (b− a)3

24n2
‖f ′′‖∞.

Exercice 5.

1. Soit z = a+ ib ∈ C∗, a, b ∈ R, a ≤ 0. On définit

I =

∫ 1
2

0

ezt

1− t
dt, k ∈ N, Ik =

∫ 1
2

0

tkeztdt.



Calculer I0 et donner une relation entre Ik+1 et Ik.

2. montrer que pour tout entier n∣∣∣∣∣I −
n∑

k=0

Ik

∣∣∣∣∣ ≤ 1

(n+ 2)2n+1
.

3. Donner une valeur approchée à 10−1 près des intégrales

J =

∫ 1/2

0

cos(2πt)

1− t
dt, H =

∫ 1/2

0

sin(2πt)

1− t
dt.
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