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Résumé.

Abstract.

On considére une classe de variétés lorentziennes de dimension quatre, admettant des
courbes fermées de type nul ou de genre temps. On étudie quelques problémes globaux
pour I’équation des ondes : probleéme de Cauchy global et complétude asymptotique des
opérateurs d’onde pour des métriques chronologiques mais non causales ; unicité de la
solution avec données spécifiées sur une hypersurface de type changeant ; existence d’états
résonants ; diffusion par une violation de la chronologie ; pdles de la matrice de diffusion.
© 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Scattering of the waves by a causality violation

We introduce a class of four dimensional Lorentzian manifolds with closed curves of null
type or timelike. We investigate some global problems for the wave equation: global Cauchy
problem and asymptotic completeness of the wave operators for the chronological but non-
causal metrics; uniqueness of solution with data on a changing type hypersurface; existence
of resonant states; scattering by a violation of the chronology; poles of the scattering
matrix. © 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

L’¢étude de I’équation des ondes est bien avancée dans le cas des variétés globalement hyperboliques [4].
Cette hypothese est pourtant tres forte et non satisfaite pour d’importants espaces-temps de la relativité
générale, car la non linéarité des équations d’Einstein peut engendrer des géodésiques fermées de genre
temps (univers de Godel, solution de Van Stockum, trou noir de Kerr). Nous considérons une classe
d’univers axisymmétriques «en rotation», M = R; x Ri = Ry, X S; x [0, 00[ xR, munis d’une métrique
de type Papapetrou,

G da* dz¥ = dt® — [r? — C?(r, z)] de? — 2C(r, z) dt dp — dr? — d2?,

ey

avec C' € C&(]0,00[-xR.). (M, g) est temporellement orientée par le champ de vecteurs de Killing o,
et possede les mémes propriétés que les espaces-temps cités plus haut, du point de vue de la causalité.
En particulier quand C > 7, la dérive des cones de lumigre est si prononcée que des courbes temporelles
fermées apparaissent : la coordonnée ¢ € S* est de genre temps. On introduit

T={z; C(r,z)>r}, T={z; C(r,z)=r>0}, M,={t} xR
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(M, g) est globalement hyperbolique si et seulement si ¥ = (). Dans ce cas M; est une hypersurface de
Cauchy pour I’équation des ondes

: C? C
}dctg!fl/Qﬁy([ detg\l/Zg“’”&,)u = <1 = ?) O2u — Agu — 2T—20t8@u =0, 3)

et la théorie de la diffusion se déduit de [5]. Quand ¥ # (), il n’existe aucune hypersurface de niveau
dans M pour laquelle (3) soit hyperbolique. Nous montrons néanmoins I’existence de solutions globales
asymptotiquement libres. Le cadre fonctionnel est suggéré par ’existence d’une énergie formellement
conservée :

2
Eo(u):= /‘R?’ <1 = %—) ‘E)ﬂf,(t,a:)‘2 + ‘qu(t,x)fdx. 4)

On introduit espace £ des solutions u € C%(Ry; W (R2)) de (3) satisfaisant d,u € CO(Ry;1.2), on W
désigne I’espace de Beppo—Levi et LZ, = L*(R2, |1 — C?r~2| dz). Nous étudions la théorie de 1a diffusion
pour (3), par ordre de gravité croissant de la violation de la causalité.

1. Violation causale et chronologie respectée : ¥ % (J, T = ()

(M, g) est alors chronologique mais non causale : il n’existe pas de courbe fermée de genre temps, mais
il existe une géodésique nulle fermée. M, N T est caractéristique et My est faiblement de type espace au
sens de L. Hormander qui a étudié le probleéme de Cauchy dans un cadre globalement hyperbolique [7].
Quoique (M, g) ne le soit pas, le probleme de Cauchy est encore bien posé. L’énergie étant positive, on
peux identifier une solution avec sa donnée a ¢ = 0 dans I’espace H = {(u(0), 8;u(0)); u € £}, normé par

lulle = [|(u(0, Bu(0) |l = B/ *(w).

THEOREME 1. — (K, ||.|ln) est un espace de Hilbert qui contient D(R3 \ 32) x D(R3 \ ). Si ¥ est
Lebesgue-négligeable dans R3, alors H = W(R2) x L.

Le caracteére chronologique de M permet de développer une théorie & la Lax—Phillips et de comparer (3)
avec I’équation des ondes dans I’espace-temps de Minkowski :

OZu—Azu=0, teR, zeR>, (3)

dont on note & I'espace des solutions d’énergie finie, Eo(u) = [, [Oyul® + |Vu[?dz = [ullZ,, et £5°
I'ensemble des solutions paquets d’onde réguliers (i.e. (t,€) € D(R‘g3 \{O0})).

THBEOREME 2. — Etant donné v € &, il existe un unique ut (=¥ e & satisfaisant
Bc(u(t) —ut (1) — 0, t—+(=)oc. 6)
Les opérateurs d’onde Q) - w— ut ) sont des isométries de € sur Eo. L’opérateur de diffusion

S :u” —ut est un opérateur unitaire causal (au sens de [3]) sur &y, et qui invarie E°.

On remarque que I’opérateur de diffusion par une violation de la causalité (X # () est causal : la raison en
est que la chronologie est respectée (T = (). C’est aussi une conséquence de I’analyticité de la matrice de
diffusion dans le demi-plan complexe Sk < 0.

2. Violation chronologique : T

(M, g) est alors totalement vicieux, i.e. pour tout mg, m; € M, il existe une courbe future de genre
temps, joignant mg & my. M; N (RS \ (T U ) est spatiale, M; N X est caractéristique, M; N'T est de
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genre temps. Ko (u) n’est pas définie positive, et la régularité a priori de ;u n’est pas claire. Pour étudier
des solutions peu régulieres en évitant la situation dégénérée ot X est d’intérieur non vide, on introduit
une notion de «non capture » : X est dite non confinante s’il n’existe pas de géodésique nulle incluse dans
[—T,+T] x 3 pour un certain T > 0 ; pour cela, il est nécessaire et suffisant que (9,.C,9.C) # (1,0) en
tout point de ¥, et dans ce cas T = () et HT = . En utilisant les résultats de propagation des singularités [2],
on obtient un résultat de régularité.

THEOREME 3. - On suppose que ¥ est non confinante. Alors toute solution u € L (Ry; WH(R2))
de (3) satisfait

uwe CO(RyHY2(RE)), Qe L, (Ry;L2(R2)), <1g)atuECo(Rt;H‘l/Q(Ri)). 7

On peut alors considérer le probléeme de I’unicicité, pour des données sur I’hypersurface de type
changeant M, ou pour une condition rentrante.

THEOREME 4. — On suppose que % est non confinante. Soit u € L2 (Ry; WH(R2)) de (3) satisfaisant
l"une des deux conditions suivantes :

o, u= <1 — g)@tu =0 sur M, ; (8)
dR>0, |z|]<—t—R=u(t,z)=0. )

Alors u est identiquement nulle.

La preuve de ce résultat, qui n’est pas conséquence des théorémes classiques de Calderon ou Lerner—
Robbiano, s’appuie sur le fait que si u(t,¢,r,2) = un(t,r,2)e™? est solution de (3), alors u,,
est solution de I’équation (1 — C?r=2)02uy, — (02 + 02y, — 20mCr 204t + m>r—2u,, = 0 qui est
elliptique sur Ry x T.

L’absence d’hypersurface de Cauchy rend délicate la question de 1’existence de solutions globales de (3).
Nous laissons ouvert le probléme de I’existence de solutions peu régulieres ou d’énergie Fe(u) négative,
et nous construisons des solutions globales assez régulieres, u € £, dyu € CO(Ry; L2(R2)), et d’énergie
positive ou nulle, en résolvant le probléme de Cauchy & ’infini nul par la méthode des fonctions propres
généralisées. Dans la suite, on ne suppose pas que ¥ soit non confinante.

THEOREME 5. — Etant donné u™ € £§°, il existe un unique u € £ et un unique u™ € E°, tels que

ue Ll(]Rt; LIQOC(R.?;:))’ O € CO(RtL2(R3>), et
Eo(u(®) —u™ (1) — 0, t—+(—)oo. (10)
On a de plus :
Eo(u™) = Ec(u) = Ey(u'). (11)

Quand T # (), Ec ne définit pas une norme, et on ne sait pas prolonger & & les opérateurs d’onde
W) (=) 5y définis sur € £8°, et qui par ailleurs sont non causaux d’aprés le théoreme 4, (9).
En revanche (11) permet de prolonger I’opérateur de diffusion S : u~ € £§° — u™ € £5° en un opérateur
unitaire sur &. Via la représentation spectrale pour (5), S est unitairement équivalent 2 une matrice de
diffusion .S sur L?(Ry; L?(5?)), réalisée par une fonction k € R+ S(k) € L£(L?(S?)). Pour étudier son

prolongement dans le plan complexe, on dit que A € C est une résonance s'il existe f € L2, (R3)\ {0}
At—lal)

|]

tel que u(t,z) = x5 [ soit solution de (3). On note R 1’ensemble des résonances.
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THEOREME 6. — R est une partie discrete de C disjointe de iR et on a :
T # § <= Card(RN]0, o) = oo. (12)

(12) assure 'existence d’une infinité d’états résonants dans L?(R2). Ce résultat est une indication en
faveur de la conjecture de S. Hawking [6] assurant qu’une violation chronologique rend instable I’espace-
temps. Dans le cas globalement hyperbolique, il existe un lien étroit entre les résonances et les poles de S
(voir par exemple [8]). Nous obtenons un résultat moins précis quand T # § :

THEOREME 7. S est méromorphe sur Cy, & valeur dans L(L2(8?)). Si ko est un pole de S, alors
tko € R. Réciproquement, tout nombre complexe kg vérifiant

iko€R, R(iko) >0, —iko¢ R, (13)

est un pole de S.

Considérant (12), nous conjecturons qu’il existe des résonances satisfaisant (13). Le théoréme de Fourés—
Segal [3] impliquerait alors que 1’opérateur de diffusion S, a I'instar des opérateurs d’onde W*(=), n’est
pas causal quand la chronologie est violée.
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