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Résumé.  Nous montrons que 1’état quantique d’un champ de Dirac & I’horizon d’un trou
noir chargé satisfait une condition KMS. Celle-ci exprime que le trou noir perd
spontanément sa charge en émettant un flux thermal de particules et d’anti-particules.
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Creation of fermions at the charged black-hole horizon

Abstract.  We investigate the quantum state of the Dirac field at the horizon of a charged black-
hole formed by a spherical gravitational collapse. We prove this state satisfies a KMS
condition with the Hawking temperature and the chemical potential associated with the
mass and the charge of the black-hole. Moreover, the fermions with charge of same
sign to that of the black-hole are emitted more readily than those of opposite charge.
© 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English Version

We consider the Reissner-Nordstrgm type curved space-time outside a spherical star of radius 2(¢),
collapsing into a Black-Hole:

M= {(t,z,w) eERxRxS*; z>2(t)},
Gup dzt dz” = F(r)dt® — F(r)dz® — r?dw?®, dr = F(r)da.

We introduce Hilbert spaces £7 := [L*(]z(t), c0[,xS2, dz dw)]4, t €] — 00, 00] (with z(c0) :=
—o0). We investigate the Dirac system for the fermions of charge ¢ € R and mass m > 0:

d .

2 =iH teR, )
Note présentée par Jean-Michel Bony.
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Here A is the electrostatic potential created by the star and « € R is the chiral angle associated with
the generalized MIT boundary condition [5]. The hyperbolic mixed problem for (1) is solved by an
isometric propagator U(¢,s) from £2 onto £2.
Near the black-hole horizon we compare the dynamics (1) with:

7
b—tq)—IHBH@

0
Hou® = iv"y' 5= ® — gA(ro)®
D(Hgy) = {‘D €L ; Hpu® e ﬁio}

We introduce the spaces of the fields falling into the black-hole:
Cy={PeLl; B=83=0, 5<0= d(s,w) =0},
or outgoing to infinity:
L2.={®eL’; & =d,=0, m<0$®(w,vw)20}.
Then the Wave Operator:

® e Ly, Qpu® = lim U(0,T)eT™ud in L2,

T—4oco

exists and defines an isometry from L3y to L2
We assume the quantum state is the Fock vacuum in the past. Then the quantum state at the horizon
is characterized by the functional:

€ Low ® L — lim_[[1pp,0c(Ho)U(0,T)27 ],
where 7
3T (z,w) := ®(z + T,w).
Our main result states the quantum state of the outgoing fields satisfies a KMS condition:

THEOREM 1 (Main result). — Given ®o € L2, Ppy € Ly, we have:

Aim [ 10,00 (Ho)U(0, T) (&

out H

3 . -1
A CESH —2TgA(r,) —22H
s <q)0ut e noq (7“0) = BH<1+ o B (ro)e = BH) q)out>
2

oo

[ Lp0,001(Ho) (B @n) ||, @)

where 1 is the radius of the black-hole and ry its surface gravity (F(ry) = 0, ko := F'(r)/2 > 0).
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This result means that an observer going across the future horizon created by a spherical gravitational
collapse, measures a thermal radiation of particles and antiparticles outgoing from the black-hole to
infinity, at temperature Ty = 52. We had investigated this Hawking effect for the scalar fields in [2],
[3]. In the present case a new phenomenon appears: the Hawking radiation has an electric charge
density gopg = % q2A(r0). In particular, in the case of the Reissner—Nordstrgm black-hole created by
a star of mass 0 < M and charge Q, |Q| < M, we have:

M2 - @? Q
TBH — PRl OBH =

2w (M + /A=) w(M+VAE-Q?)

The important fact is that () and ppy have the same sign, hence the black-hole preferentially emits
charged fermions of same sign as its charge, rather than oppositely charged fermions: that is the
spontaneous loss of charge of the black-hole by quantum vacuum polarization [6].

1. Systeme de Dirac en métrique de Reissner—Nordstrgm

N

L’espace-temps extérieur & une étoile sphérique en effondrement gravitationnel est une variété
globalement hyperbolique a bord (M,g) :

M= {(tz,w) eRxRxS*; z>2(t)},
Gup dzt dz” = F(r)dt® — F(r)da® — r?dw?®, dr = F(r)dz,

ol F e C! satisfait
F(ro) =0, F'(ro)>0, ro<r<ry= F(r)>0.

ro est le rayon du trou noir de gravité de surface kg := 3 F’(ro), et 74 est le rayon de I’éventuel
horizon cosmologique. On suppose que M est asymptotiquement plate :

T4 = 00, 1121 F(r) = F(o0) > 0, ligrn F'(r) =0,

ou DeSitter :
T4 < o0, F(T+) = O7 F/(T+> < 0.

La frontiere mouvante M, de genre temps mais asymptotiquement caractéristique, est déterminée
par le rayon de 1’étoile z(t) qui satisfait [1]
z€ C*(R), —1<2(t) <0, t<0:>z(): 2(0),
2(t) = —t = Ce ™ 1 {(t), C>0, [({#)]+I[C(t)]=0(e7*), t — 4o0.

On se donne aussi un potentiel électrostatique sphérique A(r)dt, A € C([rg,r]). L’exemple
fondamental est la métrique de (DeSitter—)Reissner—Nordstrgm associée a une étoile sphérique de
masse M > 0 et de charge @) € R dans un univers de constante cosmologique A > 0 :
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On considere le systéme de Dirac pour des particules de charge ¢ € R et de masse m > 0 :
Y (Vu+igA)T —m¥ =0 dans M, 3)
avec la condition aux limites « MIT » [5] :
n " =i’ U, sur OM. 4)

ny est la normale unitaire sortante et o € R est I’angle chiral, avec o # (2k + 1)1 si r, = oo et
m > 0. En introduisant les espaces de Hilbert £7 := [L2(]z(t), 0o, xS2, dz dw)]4, t €] — 00, ]

(avec z(o0) := —00), (3), (4) prend la forme [8], [9] :
4 =i, tem 5)
dt ’
17, 1 0 1 1 19,

B e e 2 o F2 2 3 0 . o 50
=YY Ey qA +1 { ¥ <89 2tan9)+rsin97 a(p—kzmcosa ™ sin oy }
— 2. 2 — ‘ 5 A0 A1
D(Ht)—{@éﬁt, th)e,ct, .Z—Z(t):‘}@- m(zfy vy )(b}

On montre par la méthode de Kato [7] que le probléme mixte associé 2 (5) est bien posé dans £2 :

PROPOSITION 1. — L’opérateur i H; est maximal accrétif pour tout t, et anti-auto-adjoint pour t < 0.
Pour tout ®, € D(H,) il existe un unique ® € C'(Ry, Loo) vérifiant ®(t) € D(Hy) pour tout t,
®(s) = @, et solution de (5). L’opérateur U(t,s) défini par

O(t) = U(t,s)Ps,
se prolonge de fagon unique en un propagateur fortement continu isométrique de L sur 2.
2. Etat quantique 3 ’horizon

Pres de I’horizon du trou noir nous comparons la dynamique (5) avec

875 =4 HBH@

HBH(I) = 7:70’71 82 o — qA(ro)@,
X
D(Hen) = {® € £2,; Heu® € L2 }.

On introduit les sous-espaces des champs tombant dans le trou noir futur :
LEg={R€Ll; ®y=03=0, 2<0= P(z,w) = i,
ou partant a l’infini :
L2e={®eL’; & =0,=0, < 0= ®(z,w) =0}.
On établit par la méthode de Coock I’existence de 1’opérateur d’onde d’horizon :
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PROPOSITION 2. — Pour tout ® € L2y, la limite forte :

Qpu® = _lim U(0,T) T d dans L2,

——+oco
existe et définit une isométrie de L%y dans L2,

Si on suppose que I’état quantique dans le passé est le vide de Fock, I’état quantique au temps
T est caractérisé par la fonctionnelle :

Or € L7 — || 10,00((Ho)U(0, T) 7|
L’horizon du trou noir étant identifi¢ a la famille des caractéristiques rentrantes
(t,x = —t+8,w)icr, >0, weS?,
I’état quantique a I’horizon est caractérisé par la fonctionnelle :
® € Low ® Loy —  lim |1,00(Ho)U(0, 7))
oll on a posé
o7 (z,w) := ®(z + T, w).

Le résultat principal énonce que 1’état quantique des champs sortants satisfait une condition KMS :

THEOREME 1. — Pour ®ou € L2, et Py € L3y, on a :

I 2
A [ ooV 0,7) (o7, + b
N <(p0ut7 eA%qA(TO) e_i_gHBH (1 + e“i_qu(T'o) e_i_gHBH>_1q)out>
L2

+{1 110,001 (Ho) (R ®@ar)||”, (6)

Nous esquissons le principe de la démonstration, renvoyant a [4] pour la preuve détaillée. Le
mouvement de la fronticre asymptotiquement caractéristique induit un effet Doppler infini qui
entraine que U(0,7)®L . tend faiblement vers 0 dans L% quand T — +oco. Par ailleurs, la
réflexion du front d’onde polarisé sur cette frontire assure un gain de régularité de U (0, 7)®T .
sur ([2(0), —n[U] + n,oo[)$ x S2 pour tout n > 0, qui y décroit donc fortement. Le propagateur
étant unitaire, U(0,7)®L . se concentre donc autour de {z = 0} x S2. Définissant 1’opérateur Hj en
annulant A et /' dans Hy, on montre alors que pour 7" — 400 :

|11 (0,00(Ho)U (0, T)®Z . | ~ Hl]_oo,o]([H]g)(|m0x|"1<1>out(2T+ n_lln(—m/C),w))l|,

et un calcul explicite du dernier terme permet de conclure.

Ce résultat, interprét€ dans le cadre de la théorie quantique des champs en relativité générale
[4], signifie qu’un observateur franchissant I’horizon du trou noir futur, mesure un flux thermal
de particules et d’anti-particules partant & I'infini, de température Ty = 52. C’est donc un effet
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Hawking analogue a celui des champs scalaires [2], [3]. Mais il apparait ici un nouveau phénoméne
li€ a l'interaction €lectromagnétique entre la charge des fermions, +¢, et le potentiel A(r)dt : en
effet, (6) montre aussi que cette radiation posséde une densité de charge €lectrique égale a ;1; q?A(ry).
Il 'y a donc prédominance des particules ou des anti-particules selon le signe du potentiel a I’horizon.
En particulier, dans le cas de la métrique de (DeSitter—)Reissner—Nordstrgm associée a une étoile de
charge @, le trou noir émettra préférentiellement des fermions de charge de méme signe que Q. Si
I’on admet que la radiation Hawking est due & une conversion de 1’énergie du trou noir, on est amené
a conjecturer que celui-ci perd spontanément sa charge par polarisation du vide quantique, et que les
trous noirs de la nature sont électriquement neutres [6]. La justification de cette hypoth&se nécessiterait
la prise en compte de la rétro-action de I’évaporation quantique du trou noir sur la métrique, ¢’est-a-
dire I’analyse des équations d’Einstein couplées aux équations de champs quantiques par le tenseur
d’énergie renormalisé. Cela constitue un monstrueux probléme non linéaire totalement ouvert.
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