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Résumé. On montre qu’un effondrement gravitationnel engendrant un trou noir, transforme
asymptotiquement le vide quantique en un état thermal & température Hawking.

The Hawking Effect

Abstract. we prove that a gravitational collapse creating a Black-Hole, transforms asymptotically
the quantum vacuum into a thermal state with the Hawking temperature.

Abridged English Version

We consider the Klein-Gordon equation outside a star of mass M > 0, collapsing to a Black-Hole
with surface gravity x =

B .
4M -
(1 Fp+Hap=0, teR,

where H; is the selfadjoint operator on L? = L?(]2(t), 00|, xS2, r?dr.dw) defined by:

1 0 2 2
H; = 87'2 +(1~£><-AS +m2>, Te =7+ 2MIn(r — 2M)
o

?

2o, or, r?
with dense domain
D(Hy) = {f € Lj; Hef € L, f(2(t),w) = 0},
and the radius z(¢) of the star at time ¢ satisfies:

z€CXR), VtER, —1< (1) <0, t<0= 2(t) = 2(0) < 0,
2(t) = =t — Ae7PM L L(1), A> 0, C(1),C(E) = O(e™H™M), t — +oo.

Note présentée par Jean-Michel Bony.
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(1) is solved by a propagator (¥(t),d:1)(t)) = U(t, s)(¥(s), Byh(s)) which is strongly continuous
on the Hilbert space

H(t) = [D(HF)] x L.

Here [D(K)] denotes the closure of the domain D(K) of an opetator K on a Hilbert space H for
the norm [|K(-)||z. Assuming the quantum state to be the Fock vacuum in the past, we investigate

the quantum state measured by an observer at rest with respect to the Schwarzschild coordinates,
characterized by:

@) Jim [ U, T)® | HE () = [D(H)] x [D(H, *)].

1
HZ(0)’

We need the scattering theory by an eternal Black-Hole. The Klein-Gordon equation on the whole
Schwarzschild manifold, 87¢ + Hst) = 0, is given by (1) by replacing ]2(), c0[.. by R, . The
Cauchy problem is solved with a unitary group Us(¢) on the Hilbert spaces Hs and HS%. We shall
use the dense subspace:

Ds = {Hs > _ (feum(r:), Pem(rs)) ® Youm(w); fom, Pem € CP(R)},

finite

where Yy, are the spherical harmonics. The asymptotic free dynamics at the Black-Hole Horizon is
determined by the group Ugg(t), associated with 9?0 + Hgy ¥ = 0, on the spaces

He = {(f.20..0); f € Dby}, 1d = {r, 20,9 1 € DmE)] ),

== D(Hpu) = {f € Lgy; 02 f € Ly}, Liy =L*(R.. x S2,4M%dr.dw).

Hpu =
We choose a cut-off function x(r.) such that:

(3) Xx€CPR), da,b; 0<a<b<l;ra<a=>x(rs) =1, b< 1 = x(rs) =0

)

and we introduce the Black-Hole Horizon Wave Operators
1
4) 0Fg® = lim Usn(—t)xUs(t)@ in [D(HEy)] x Ly,

At the flat infinity the solutions of the Klein-Gordon equation:

32

ﬁq/;m + Hootoo =0 in Ry x R3,

Hoo = —Ars +m”, D(Hs) = {f € L*(R2,dz); —Aps f € LA(R3, da)},

are given by a free propagator U, (¢) which is a unitary group on the Hilbert spaces:

Heo = [D(Héo)] x L2(R%), HE, = [D(Hi)} X [D(ng)].
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Because of the long range gravitational interaction, we need the Dollard modified propagator, which
L
is unitary on H., and H:

WD () = { oS (tHéo + ln(t)]Doo) !H];Qé sin <7§[H]§O + ln(t)]Doo> }

—Héo sin <L‘IH]§Q + 1n(t)]Doo> cos (t[l—ﬂéo + 1n(t)]DOO>

Here we have put for f € C3°(R3) and t € R*:

) Mm it 1 iy ; » :in
Do) = ~gomsz [ < 1e ([ s )ag, me = Limo.

Identifying |z |= 7., we define the Flat Infinity Wave Operators:

) QEd = Jim UL (=)(1 = x)Us(t)® in Heo

THEOREM 1. — The strong limits (4) and (5) exist for any ® in Hs, and do not depend on the function
x satisfying (3). Moreover Q BH EB Qi lS an isometry from Hs onto Hi @ Ho, and can be extended

as an isometry from H & onto Hi &) Hoo Furthermore, if ® € Dg we have:

coth ( BH) 0. @ e HI.

THEOREM 2 (Main Result). — For all ® in Ds the limit (2) exists and:

‘ ‘ 1/ coth Hig QEH

According to the Quantum Field Theory, this limit means that the observers at rest with respect to
the Schwarzschild coordinates measure at their infinite proper time a thermal radiation of particles

outgoing towards infinity, at temperature 8_771M’ independent of the history of the collapse. This is
the famous Hawking Effect (see [3]).

lim [|UO,T)®|?, =
T— 400 H?2(0)

g vl

1. Le probleme quantique

Nous avons prouvé dans [2] qu’un voyageur franchissant 1’horizon futur d’un trou noir créé par
Ieffondrement gravitationnel d’une étoile sphérique, mesure un flux thermal de particules sortant
du trou noir (radiation Hawking a I’horizon). Nous traitons ici du cas important d’un observateur
immobile & I'extérieur du trou noir, en montrant qu’un tel observateur constate la méme polarisation
du vide quantique, qui est donc un phénomene global (effet Hawking, voir [3]).

On considere 1’équation de Klein-Gordon de masse m > 0, dans I’espace-temps extérieur 4 une
¢toile sphérique de masse M > 0, s’effondrant en un trou noir futur de gravité de surface x = ﬁ :

©) Y +Hp =0, teR,

olt H, est I'opérateur auto-adjoint sur I’espace L? = L2(J2(t), 00[, xS2, 72dr,dw) :

1 0 oM Ag2
H, = —— g r? die f e e | [ mmpet o @ , e =714+ 2MIn(r — 2M),
r2 Or,  Or, r r2
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de domaine dense
D(Ht) = {f € Lza HLf & L1%> f(z(t),w) = 0}7

et le rayon z(t) de I’étoile au temps ¢ de Schwarzschild, exprimé en coordonnées de Regge-Wheeler
satisfait (voir [1]) :

z€C*R), VtER, =1 < 2(t) <0, t< 0= 2(t) = 2(0) <0,
2(t) = —t — Ae™ /M 1 ((1), A >0, ¢(8),{(t) = O(e™M), t — +oo.

La solution du probleme mixte hyperbolique associé a (6) est donnée par un propagateur
(P(t), 0e9p(t)) = U(t,5)(p(s),0:1(s)) qui est fortement continu sur les espaces de Hilbert

H(t) = [D(H])] x L2.

Ici [D(IK)] désigne la fermeture du domaine D(K) d’un opérateur K sur un espace de Hilbert H
pour la norme [|K(-)||z. Supposant que 1’état quantique dans le passé est le vide de Fock, on
s’intéresse a sa mesure & I’infini futur du temps propre d’un observateur au repos en coordonnées
de Schwarzschild, déterminée par :

™ Jim | U©,1)

Le résultat fait intervenir les opérateurs d’onde de la diffusion par un trou noir éternel.

2. Diffusion par un trou noir

L’équation de Klein-Gordon sur la variété de Schwarzschild, 831/; +Hs® = 0, est donnée par (6) en
remplagant |2(t), oo[,., par R, . Le probléeme de Cauchy est résolu par un groupe unitaire Ug(#) sur les
1

espaces de Hilbert Hs et H2 définis comme précédemment. Nous utiliserons le sous-espace dense :

DS = {HS Z(fl,m(r*)ypl,m(r*)) & n,m(w) ) fé,m;pé,m. & CSO(R)}a

finie

ou Yy ,,, désignent les harmoniques sphériques. La dynamique asymptotiquement libre aux horizons du
trou noir est déterminée par le groupe Uggn(t), associé a I’équation 83 U+ HpgV = 0, sur les espaces

He = {20, )i f € [Py}, 7 = {7, 20..): f € pd)] ),

62
Hpn = mew D(Hpn) = {f € Lay; 02 f € Len}, Lin = L’(R,, x S2,4M7dr,dw).

On choisit une fonction de troncature y(r,) telle que :
(8) X €CT(R), Ja,b; 0<a<b<l;r<a= x(r.) =1, b<r.= x(r,) =0,

et on introduit les opérateurs d’ondes d’horizon

©) Qfy® = lim Us(~t)xUs(t)®  dans [D(H%H)} x L.
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Sur I’espace de Minkowski asymptote a I’infini spatial, les solutions de I’équation de Klein-Gordon,

2
o
Heo = ~Ags +m”, D(Hy) = {f € LR, dz); —Ags f € LX(R3, da)},

sont données par le propagateur libre U, (%) qui est un groupe unitaire sur les espaces

Yoo + Hoooo = 0 dans R, x Ri,

Moo = [D(Hi,)} x L2(R?), HE = [D(Hi)} X [D(ng)].

A cause de la longue portée de 'interaction gravitationnelle on doit utiliser le propagateur modifié
1
a la Dollard, qui est unitaire sur Ho, et HZ

Ue,(t) =

oS (tIH]éO + ln(t)]Doo> IH];O% sin (t[H]éo + ln(t)]Doo)
—[H]é<> sin (tHéo + ln(t)IDoo> cos (t[l—l]éo + ln(t)]Doo) ]

Pour f € C°(R3) et t € R* on a posé :

Ouh)e) = 555 [ e tei ([ st e, o= Lom el

Identifiant |  |= 7., on définit les opérateurs d’onde & Uinfini :

(10) 0foe = Jim UL (=)(1 — x)Us(t)® dans Heoo
THEOREME 1. — Les limites (9) et (10) existent pour tout ® dans Hg, et ne dépendent pas de la
fonction x vatlsfalsant (8). De plus QBH ® QL est une isométrie de Hs sur Ha @ He, qui s étend en

une isoméirie de Hs? sur Hi & H’ Par ailleurs, si ® € Ds, on a :

coth< HBH> Ok, e M.

3. L’effet Hawking

Pour calculer la limite (7), on analyse trés prec1sement la propagation du champ pour obtenir
la structure du propagateur rétrograde U(0,7) dans HZ(0) quand T — co. L’étude précédente
permet d’évaluer la partie du champ loin de I’étoile : (1 — x)U(0,7)® = (1 — x)Ug(=T)P ~
(1 — Y)UL(-T)Q2®. L’évaluation pres de Iétoile est beaucoup plus délicate. On note que
xU(0,T)® est déterminé Jpar la trace @7 (s,w) de W sur la sous-variété caractéristique v = {(s,7, =
1 —5,w); (s,w) € R x S?}. On montre que pr(s,w) ~ [Q5a®li(re = 254+ 1 —T,w) = or(s,w)
dans Hl( ). On considere le probleme mixte caractéristique ot ¥ est solution de (6) avec donnée
¢ spécifiée sur v; Iapplication ¢ — (x¥,x8;¥) est continue de H'(y) dans M2 (0). Etudiant
I"asymptotique de la solution associée a ¢, on obtient finalement :

U0, T)®(re,w) = (1 = x(r.))U, (—T)Q* B(r,,w)
X/EZ:) ((1) )QBH@<2T + = In(-r,) - %hl(A),w) + o(1).

Les termes de droite sont asymptotiquement orthogonaux et la limite de leur norme est explicitement
calculable.

+
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THEOREME 2 (Résultat principal). — Pour tout ® dans Dg, la limite (7) existe et :

i V0D Ry <1920 |7+ feomn (Thb,) 25,0

w?E

Selon la théorie quantique des champs, cette limite signifie que I’observateur au repos en coordonnées
de Schwarzschild mesure a I’infini de son temps propre, une émission thermale, 2 la température
sle_f’ indépendante de I’histoire de I’effondrement gravitationnel, de particules sortant du trou noir

vers linfini. C’est le célebre effet Hawking (voir [3]).

Note remise le 6 octobre 1997, acceptée le 13 octobre 1997.
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