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Equations aux dérivées partielles/ Partial Differential Equations

Equation non linéaire de Klein-Gordon dans des métriques
de type Schwarzschild

Alain BAcHELOT et Jean-Philippe NicoLas

Résumé — On résout le probléeme de Cauchy global pour I’équation non linéaire de Klein-Gordon
a lextérieur d’un trou noir sphérique. On établit 'existence d’un champ de radiation rentrante a
I'horizon du trou noir (condition d’impédance de T. Damour). Si I'espace-temps est asymptotique-
ment plat, les champs sans masse vérifient 4 infini la condition de radiation sortante de Sommerfeld.

Non Linear Klein Gordon Equation on Schwarzschild type Metric

Abstract — We solve the global Cauchy problem for the non linear Klein-Gordon equation outside a
spherical Black Hole. On the Black Hole horizon the field satisfies the impedance condition of

T. Damour. If the space time is asymptotically flat, the massless fields satisfy the Sommerfeld condition
at infinity.

INTRODUCTION. — Le comportement asymptotique des solutions globales de I’équation
non linéaire de Klein-Gordon dans Iespace-temps de Minkowski, [1u+n?u+A|ul?u=0,
0<X, est maintenant bien connu (cf. par exemple J. Ginibre et G. Velo [91,
W. Strauss [12]). Les scénarios inflatoires de la cosmologie quantique, avec brisure de
symétrie d’un champ de Higgs, accroissent I'intérét de I’étude de cette équation dans des
espaces-temps courbes. Le probléme de Cauchy sur une variété globalement hyperbolique
suffisamment réguliére R, X V, est résolu par F. Cagnac et Y. Choquet-Bruhat [4]. Nous
nous proposons ici d’établir des résultats analogues dans des espaces-temps a symétrie
spherique de type trou noir, i.e. les courbes x = Cst ne sont pas uniformément temporelles
au voisinage d’un horizon. Le probléme de Cauchy pour le systéme de Yang Mills en
métrique de Schwarzschild est résolu par W. T. Shu [10] par les méthodes délicates de
D. Christodoulou et S. Klainerman qui nécessitent que le champ soit sans masse et les
données initiales petites et trés réguliéres. Nous traitons ici le cas plus simple de I’équation
de Klein-Gordon par une démarche classique dans lesprit de [4], [5], [6], [13] : une
injection de Sobolev sur une variété riemannienne et la conservation de I’énergie assurent
Iexistence globale de solutions arbitrairement grandes de régularité minimale; un change-
ment de coordonnées de type Kruskal (resp. Penrose) permet I'étude du champ au
voisinage de I’horizon (resp. de P’infini).

Considérons la variéte R, x 10, + co[, x S§ , munie de la métrique pseudoriemannienne
(1) gudx'dx'=F (r)e** Y dr* —[F (r)~* dr? + r* d0® + r* sin® 0 do?]

ou F et § sont dans C*(]J0, +oo[,). On suppose que F admet au plus trois zéros Fos
0=r_<ry<r, =<+ o0, tels que

F(r)>0 pour relry, ri[,  F(r)<0 pour relr_, ryl,
et
F(r,)=0, F (r,)=2x,#0, pour r, fini et non nul, v=0, +, —,

r, situant respectivement I’horizon du trou noir (r,) et, s’ils existent, "horizon cosmo-
logique (. <o) et I'horizon de Cauchy (r_>0); x, est la gravit¢ de surface a
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Phorizon {r=r,}. Si r, = 00 on suppose de plus que 5 admet une limite & Iinfini et que :
F@=1=r"1r;+0¢2), r;>0,

d3(r)—d(c0)=0(""), *F(r) et  FéSr=0@"*"Y, 1<k<3, r— .
Ces propriétés sont vérifiées par tous les modéles de trous noirs sphériques : en posant
2 §=0, F(r)=1—2Mr_1+'yqupQ"r_2+Ar2/3,
on retrouve avec un choix convenable des coefficients les solutions de Schwarzschild,
Reissner-Nordstrom, Yasskin, asymptotiquement plates (A=0) ou De Sitter (A #0), ou
M, Q?, v,,, A, s’interprétent comme la masse, la charge de jauge, la métrique invariante
sur le groupe de Lie, et la constante cosmologique. L’introduction de la fonction &
permet de considérer les trous noirs chromatiques non abéliens ([3], [11]).

Nous étudions ’équation non linéaire des champs de spin zéro et de masse m=0
(3) O,utm?utERu+A|ul>u=0, 0, EeR,
ou [, et R sont le D’Alembertien et la courbure scalaire associés a la métrique (1). En
introduisant la coordonnée de Wheeler r, reliée & r par la relation dr/dr,=Fé°, f=ru
vérifie I’équation :
) 107~ 0L +F [ —r *Aatmi™r Ye 0 (He) e RTAE 2| 21} F=D,
ou AZ est lopérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére S2. Pour que 1’énergie soit positive
a I'extérieur du trou noir on fait ’hypothése :

(H1) m*+r e %5, (Fe®)+ER>0 pour rélrg, r.l;
cette condition est satisfaite pour les modéles donnés par (2) avec m=0 et E=—1/6 si

A #0; dans le cas des trous noirs chromatiques de ([3], [11]) nous avons vérifié (H1) par
une expérimentation numeérique pour m=0, et £=0, —1/6.

ProBLEME DE CAUCHY EXTERIEUR. — On introduit I’espace de Hilbert 5 des champs
d’énergie finie, complété de [CF (Irg, 7.[ X S2)]*> pour la norme :

@, VeCF Oro, 1+ [xS0),  ||(o, \lf)||2=J|5r*(P|2+FrZIVs2<P)2+|<P|2+|\lflzdr*dw-

Le contrdle de ¢ dans L? rend a priori cette norme légérement plus forte que la norme
d’énergie associée a I’équation libre, mais permet d’estimer la non linéarité.

TutoreME 1. — Etant donné (¢, ) dans #, il existe une unique solution f de (4)
vérifiant
&) (0. N)eCO R, #), (£, 0. /) |=0= (0, ¥);

si de plus @, We CZ (rg, r,[ X S2), alors f €C= (R, X Jro, r.[ X S2).
Preuve. — Considérant la variété riemannienne
(V=1rg, ro[ X S2, ds?*=F (r)" L dr*+r? dw?)

on montre que son rayon d’injectivité est uniformément minoré et que ses courbures
sectionnelles sont bornées; un théoréme d’injection de Sobolev [1] assure alors que
H! (V)=L®(V), ce qui permet de résoudre le probléme de Cauchy local. On obtient
I’existence globale par la conservation de I’énergie & (1)=& (0) :

éa:J{|@zf|2+|5r*f\2+F€25[r_2|Vs2f|2+(m2+r_‘e_ﬁﬁr(Fes)ﬂL&R)\flz
+27 02| £ |4} dr, do.
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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE AUX HORIZONS. — Quitte a faire une dilatation en ¢ on
suppose 8 (r,) =0. Pour franchir I’horizon du trou noir on fait un changement de variables
de type Kruskal-Szekeres en posant

X =271 0% (gm0 4 1y o~ 0%, T=2"1¢"0" (e™0' —n e ™0, n=(r— el

ou r, est défini sur Jr_, r_[ par la formule

r*=2‘1K51{L0g|r—r0|—J‘ et mghittes 2aey Finte 7Pl dr ).

ro
L’équation (4) sur R, x V est équivalente a
©6) {8%—6,2(+K52]F|e‘2"0’*+25[~r‘2ASz
+m2+r*16‘86,(F65)+§R+k1'_2]f‘z]}f=0

dans le domaine Q={(T, X, w), Xz|T|, weS?*} au voisinage duquel r et
Ko 2| F|e™20"* 2 sont des fonctions continues de (T, X). En résolvant le probléme de
Cauchy associé a (6) sur Q on obtient le comportement asymptotique du champ quand
r —rg, £ — 00 qui exprime la continuité de la solution f de (6) & I’horizon X = IT|:

THEOREME 2. — Etant donné o, \r dans C3 (ro, r+[ X S3), il existe f dans C* (R, x S2)
tel que pour tout (s, ) de R, S2, la solution f de (4), (5) vérifie
M lm S r==tts @)=F@ o), lim @=00 1 = —t+s, 0)=0.

t— +oo = i

La propriété (7) est analogue, pour I’équation non linéaire de Klein-Gordon, de la
condition d’impédance de T. Damour ((7], [2D). Si r est fini, on analyse de fagon identique
le comportement asymptotique a ’horizon cosmologique : le champ y vérifie la condition
de radiation sortante de Sommerfeld :

lim (6,+0,)f(t, r,=t+s, )=0.

t—=> +w

Si 'hypothése de positivité (H1) est vraie pour re]r_, r,] la solution se prolonge & ce
domaine; nous laissons ouvert le probléme délicat du comportement du champ a I’horizon
de Cauchy r=r_.

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE A L'INFINI. — Supposant . = oo, on reprend la technique
de compactification conforme de Penrose utilisée dans ([5], [6D. Quitte & faire une
dilatation en ¢ on suppose 3 (c0)=0. En posant

T=Arctg (t+r,)+ Arctg (1 — ¥ C=Arctg(t+r,)— Arctg (1 — i)y

I'équation (4) sur R, XV avec m=0 devient

®) [63—8§+Fe25(cosr+cos§)_2[~r_2Asz+r*1e‘s(?r(Fe‘S)-F&R-Hur‘z\f}z]}f=0

sur Q'={(1, {, ), —n<t+{<m, —n<t—{<m weS?}. Les coefficients de I'équation
(8) admettent un prolongement suffisamment régulier par rapport a (t, (), dans le
domaine Q”={(t,{, ®), ~n<1+{, —n<1—{<7, 0eS? }. En résolvant dans Q" le
probléme de Cauchy associé a (8) pour des données initiales a support compact dans

1=0}x{ —n<{<n}xS? on obtient I'existence d’un profil asymptotique 7, quand
F—> 00, t— 00, ce qui exprime la continuité de la solution f de (8) a I’horizon
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{a+ = mobonkinde

TueorEME 3. — Etant domné ¢,  dans C@ (Jry, o[ XS2), il existe f,, dans
C% (R L2 (S2)) tel que pour tout réel s, la solution f de (4), (5) avec m=0, vérifie :
hm f([a r*: t+S7 (D):/j‘oo (Sa ('0)9
t— +oo

©) lim (6,49,)f(t, ry=1+s, @)=0 dans L*(S2).

1 = cFico

La propriété (9) signifie que, comme dans le cas euclidien, le champ vérifie a I'infini la
condition de radiation sortante de Sommerfeld.

Les résultats exposés dans cette Note constituent une premiére étape pour aborder des
problémes difficiles tels que : comportement & ’horizon de Cauchy, existence des opéra-
teurs d’onde. Ils nécessiteront une analyse trés précise du propagateur linéaire qui reste
a faire.

Note remise le 8 mars 1993, acceptée le 22 mars 1993.
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