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Equations aux dérivées partielles/Partial Differential Equations

Les poles de résonance de la métrique de Schwarzschild

Alain BacHELOT et Agnés MOTET-BACHELOT

Résumé — On construit un cadre mathématique rigoureux de la notion de résonances d’un trou
noir, introduite par S. Chandrasekhar, en développant la théorie compléte de la diffraction pour
I’équation de Regge-Wheeler, construction des opérateurs d’onde, complétude asymptotique, prolon-
gement méromorphe de la matrice d’Heisenberg, approximation par troncature de Iinteraction et
calcul numérique des résonances par l'algorithme de Prony.

Resonances of the Schwarzschild Metric

Abstract — This Note is devoted to the theoretical and computational investigations of the scattering
[frequencies of scalar, electromagnetic, gravitational waves around a spherical Black Hole. We adopt a
time dependent approach: construction of wave operators for the hyperbolic Regge-Wheeler equation;
asymptotic completeness; meromorphic continuation of the Heisenberg matrix; approximation by
damping and cut-off of the potentials. We developp a new procedure for the computation of the
resonances by the spectral analysis of the transient scattered wave, based on Prony’s algorithm.

L’objet de cette Note est de justifier la notion de résonances d’un trou noir introduite
par S. Chandrasekhar [3] en développant la théorie compléte de la diffraction par la
métrique de Schwarzschild: existence et complétude asymptotique des opérateurs d’onde,
prolongement méromorphe de la matrice de diffraction, calcul numérique de ses pdles.
Le détail des démonstrations est a paraitre dans [2]. Nous remercions T. Damour et
B. Schmidt d’avoir attirer notre attention sur ce probléme et le CCVR pour Pattribution
de 60 h de calcul sur CRAY2.

I. LOPERATEUR DE DIFFRACTION GRAVITATIONNELLE. — Les perturbations d’un champ

sans masse de spin seR en métrique de Schwarzschild sont décrites par I'équation de
Regge-Wheeler [3] :

1) Z2¥—-A—r"H6,[0~rY8, ¥ —(L—rmhlE e = (b P)rs2 ¥ =0 I<r.
Par décomposition en harmoniques sphériques, le probléme se raméne a étudier
I’équation :

2) 02 u—0%>u+V(x)u=0, xeR,

B Vx)=A-r"Hr 210+ D+A-=5)r"3, x=r+Log(r—1), 1<r, IleN.
Lexistence de I'opérateur de diffraction pour (2) avec des potentiels V (x)=0 (|x|27%),

0<eg, |x|—> o0 a été établie par R. Phillips [9]. Les potentiels (3) satisfont seulement
V(x)=0(|x|™?), x> + o0, aussi étudions-nous (2) sous ’hypothése :

(4) ‘ V(X)=V+ (X)_V_ (x)s Ogvis
Vi@sCA+H|x])™'5 Vox)SCA+|x|)2 0<e.

Pour f=(f,, /») €[CT (R,)]?, on introduit les énergies :

Eo<f>=j|f;|2+|f2|2dx,

E(f)=Eo(f)+JV(X)‘f1 | dx, E+(f):Eo(f)+j[V+(x)+l[o, 0 (| f1 [ dx.
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On note #, et # . les complétés de [CE (R]* pour E, et E,. La solution u de 2)
s’exprime a I’aide d’un groupe fortement continu sur I,

(@), 0,u()=e™"* (u(0), 0tu(0)),

A g O Ageif O 1>.
vV 0 82 0

Le générateur A admet un nombre au plus fini de valeurs propres non nulles dans
H . et Ker A et Ker A? sont des espaces de dimension finie. On note P le projecteur E-
orthogonal de # , sur #, Pespace E-orthogonal au sous- espace engendré par les fonc-
tions propres de A. Soit IT la surjection canomque de # sur # =#/Ker A muni de la
norme E(IT /)=E(f). On introduit espace #,, E-orthogonal de Ker A?/Ker A dans

. On définit les opérateurs d’onde

W, f= s-lim [IPe* e 0o f dans #

t 2k

sur le sous-espace &, dense dans #,
90={f=(f1,fz),ﬁe(38° (R, sz (x) dx=0}.

THEOREME 1. — Sous I'hypothése (4) les limites W, f existent pour tout fe %, et
vérifient :

W.fe#,, EW.N=E(f), ImW,=TmW_=2#,.
L’opérateur de diffraction S=W;!W_ est donc une isométrie de Hy sur #,. Ce
resultat avait été établi dans [4], [1] pour les cas s=0, 1 ou le potentiel (3) est positif. La

démonstration utilise une méthode de Kato-Birman tirant partie du caractére « potentiel
d’Agmon » de I'interaction.

II. ANALYTICITE DE LA MATRICE D’HEISENBERG. — S est unitairement équivalent a la
matrice d’Heisenberg & (o, ®, 1) définie par :
GeRY; . wef+liit) & (o, o, ®)=T (o), & (0,0, —®)=R__(c)

ou les coefficients de transmission T et de réflexion R, sont donnés par :

T/~ (x, 0)0.f+ (x, 0)=f+ (x, 0) 8,/ (x, 0)]=2i0,

2 l o Ra) (G) = T (G) [(f+ (xn - (DG) ax.f— (X, 0)0) _fA (X, 030) axf‘-# (X, - (DO')],
et les fonctions de Jost /. sont les solutions de :
_aachi+V(x)fi:GZfi7 lim . eX i fr(x, 0)=1.

x> tow

La représentation spectrale libre est Iisométrie Ry de H, sur L*(R, x {—1, 1} )
definie par :

fea,, (%o f) (0, @)=0"12n)"V2E (f, (7%, ic e io*mY),
L’¢quivalence des approches temporelle et stationnaire de la diffraction est donnée par le :
THEOREME 2. — Pour tout potentiel V satisfaisant (4) on a la relation
S =R, SR;*.

Les résonances associées au potentiel V sont les poles du prolongement analytique de
T (o) pour Im 6 <0. L’existence d’un prolongement méromorphe de & par rapport 4 o,
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est conséquence de 1’analyticité de V par rapport a x :

THEOREME 3. — Soit V une fonction continue sur R, analytique dans { xe C, |Rex|=B}
et telle que pour tout Oe€]—(n/2), (n/2)],

J |V(£B£pe®)|dp< + oo, sup |[pV(pe™)| -0, |p|— 0.

0 le]=|06]

Alors T (o) est méromorphe sur C\iR™.

Pour appliquer ce résultat aux potentiels (3) et justifier ainsi la notion de résonances
d'un trou noir on montre par la formule d’inversion de Lagrange que la fonction x — r,
x=r+Log(r—1), 1 <r, admet un prolongement holomorphe a {xeC, |Re x|=B}.

PRrOPOSITION 4. — Les potentiels de Schwarzschild définis par (3) satisfont les hypothéses
du théoreme 3.

III. L’APPROXIMATION PAR TRONCATURE. — Si le potentiel est 4 support compact, il y a
une infinité de résonances et les solutions de (2) admettent un développement spectral
asymptotique de type Lax-Phillips :

THEOREME 5. — Si'V est une fonction a support compact, Ve L* (R), V#0, alors T (o)
est méromorphe sur C; chaque bande horizontale ne contient qu'un nombre fini de ses poles;
les péles de partie imaginaire positive sont purement imaginaires et en nombre fini; I’ensemble
des poles de partie imaginaire strictement négative est infini. On ordonne les pdles de T
par ordre décroissant de leur partie imaginaire,

Imo;,;=Imo;<0=Imoy<Imo_,=<...=Imoc 15

alors toute solution u de (2) a données initiales dans C3 (R) vérifie :
VxeR, 3Jc¢;(x)eC, Vex>0, Vn=—N, de(x, n, g)>0;

n
®) ult, §j— 3, & “Fejblselx, n, e)|e i,
j=-N
Les résonances d’un potentiel analytique sont approchées par les résonances du poten-
tiel amorti et tronqué : étant donné un compact

KcC\iR™, Kc{oceC; —n2y<Argo<n+m/2v}, 1<y,
on note Z(V, K) I’ensemble des résonances de V dans K.

THEOREME 6. — Soit V un potentiel satisfaisant les hypothéses du théoréme 3. Alors,
pour tout g, N >0, il existe R>0 tel que :

Vp>R, Card Z(V,K)=Card % (1,_, ,.¢ *!*"V(x), K),
Vo#(V.K), Jo,eZ(1_, 5. 1"V (x), K), |o—o,,|<n.

Ce résultat et la formule (5) sont a la base d’une méthode, dépendant du temps, de
calcul des résonances 6; d’un trou noir par lalgorithme de Prony déa utilisé en
acoustique [7] et en électromagnétisme [8] : on résout par différences finies I’équation (2)
pour les potentiels (3); on échantillonne le signal ¢ — u (¢, x) en posant u, =u (t, +k AT, x)
ou ¢, est choisi suffisamment grand pour rendre négligeable I’erreur dans (5) :

Y =, keN, z;=e AT,
j=-N
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Selon Prony, les z; inconnues sont les racines du polynéme :

n+N
Y oy ZF=0,
k=0
ou les coefficients o, sont les solutions du systéme linéaire surdéterminé :
n+N
(6) Uan=1, ) ou;,,=0, m=0,..., M, M>N+n.
j=0

Les résonances dépendant de fagon trés sensible du potentiel, toutes les procédures de
calcul comportent une étape instable : ici ¢’est la résolution de (6) par décomposition en
valeurs singuliéres ou une faible variation des u, affecte considérablement les a,. Cette
méthode implémentée sur CRAY2 s’avére remarquablement précise dans le calcul des
premi€res resonances; en revanche, son efficacité, a comparer a celle des méthodes
stationnaires ([5], [6]), décroit pour des résonances de grande partie imaginaire (évanes-
cence trop rapide du signal).

Note remise le 22 février 1993, acceptée le 2 mars 1993,
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