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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. — Egquipartition de [I'énergie pour

les systémes hyperboliques et formes compatibles. Note de Alain Bachelot, présentée par
Jacques-Louis Lions.

Etant donnés un systéme hyperbolique hermitien du premier ordre et une forme sesquilinéaire g, une
condition nécessaire et suffisante pour que 1(¢)= | (U (¢, x), ¥ (¢, x)) dx tende vers zéro pour toute solution

d’énergie finie si |t| tend vers linfini, est que g soit compatible avec le systéme au sens de [7] et [8]. Si le
systéme est fortement hyperbolique et la dimension d’espace impaire, 1(f) s’annule en temps fini pour les
données a support compact. On en déduit I’équipartition de I’énergie pour les systemes de Dirac et de Maxwell,
les équations d’onde du second ordre, les ondes élastiques anisotropes, les ondes magnétoélastiques.

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS. — Equipartition of energy for hyperbolic systems and compati-
ble forms.

Given an hermitian first order system and a sesquilinear form q, a necessary and sufficient condition for
I(t)=jq(\|/ (t, x), U (t, x))dx — 0 if 1t|—>oo for any finite energy solution ¥ is q is compatible with the system

following [7] and [8]. If the system is strongly hyperbolic and the space dimension is odd, 1(t)=0 after a finite
time for the solutions with initial data with compact support. It follows the equipartition of energy for the
Dirac’s system, Maxwell’s system, second order wave equations, anisotropic elastic waves, magnetoelastic waves.

I. INTRODUCTION. — On considére un opérateur hyperbolique hermitien & de la forme :

(Y $=16,+2Aiﬁxi, teR, xeR"

i=1
ou les A; sont des matrices hermitiennes N x N a coefficients constants. Une solution
libre d’énergie finie V (¢, x) vérifie :
2 LY=0, Y (0, x)=, (x),

ou Vs, appartient a (L?(R")N et Pénergie de \r est conservée :
J]\ll(t, )l 2 dx=Cte:

Soit g une forme sesquilinéaire sur C~; on pose :
1= j q (b (@, x), (2, x))dx.

L’étude du comportement asymptotique de I(f) quand |t| tend vers P'infini conduit a
distinguer certaines formes. On associe a I'opérateur ¥ la matrice hermitienne A (&)
définie pour tout & de R” par :

AB=TBA,  E=(C ... L)eR"

DerINITION. — Soit £ un systéme hyperbolique hermitien vérifiant (1). On dit qu'une
forme sesquilinéaire q sur CN est (presque partout) compatible avec £, si pour (presque)
tout & non nul de R, les vecteurs propres de A (&) sont isotropes pour .

Si la multiplicite des valeurs propres de A (&) est constante pour § non nul, une forme
presque partout compatible est compatible.

La notion de compatibilit¢ a été introduite par B. Hanouzet et J.-L. Joly qui,
en particulier, I'ont appliquée a Iétude du comportement asymptotique de

q (b (& x), V(@ x) (7], [8)-
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L’objet de cette Note est de montrer que 1(¢) tend vers zéro quand | t| tend vers I’infini
si et seulement si g est presque partout compatible. On en déduit trés simplement les
résultats d’équipartition de I'énergie pour des systémes de la Physique. On trouvera dans
[1] le détail des démonstrations.

II. PrINCIPAUX RESULTATS. — On exprime I(¢) a Paide de 'identité de Parseval et des
coordonnées polaires, £=pw, 0<p, ®eS" ! :
(3) I(t):J J(t; o) do,
Sn—l

C)] TG o)=3 | e 5O g(P;(0) o (pw), Py (), Yo (pw) p~ L dp,

i hJdo
ou X; et P; désignent respectivement les valeurs propres et les projecteurs propres de
A (). Par la compatibilité, ne figurent dans la somme(4) que les termes pour lesquels
Aj (@) #M, (0). Le lemme de Riemann-Lebesgue implique alors que J(f; o) tend vers zéro
quand |t| tend vers I'infini, et on applique le théoréme de convergence dominée a (3).

THEOREME 1. — Soient & un opérateur hyperbolique vérifiant (1) et q une forme
sesquilinéaire. Pour que 1(t) tende vers zéro pour toute solution libre dénergie finie quand
|t| tend vers Pinfini, il faut et il suffit que q soit presque partout compatible avec .

Si la multiplicité des A, est constante sur S"~ !, on peut appliquer a (4) le théoréme de
la phase stationnaire ou, si n est impair, le théoréme de Paley-Wiener et préciser alors la
rapidité de décroissance de I(¢). '

THEOREME 2. — On suppose que I'opérateur £ est fortement hyperbolique. Soient une
forme sesquilinéaire compatible q et s, dans (¥ (R")N. Alors :
ELO=00¢t|5139, slt|=eo,
et, si de plus, zéro West pas dans le support de \s,, 1(t) appartient & & (R).
TueorEME 3 (Equipartition en temps fini). — On suppose que I'opérateur ¥ est fortement

hyperbolique et que n est impair. Soient q une forme sesquilinéaire compatible et r, dans
(L*(R")N de support contenu dans {x; |x|<R }. Alors :

La)=0"""" 7| =2RG ",

ou
8=Inf {|A; (@) =X, (@) |; A;#X, 0eS" 1}

Remarques. — 1°On a un résultat analogue au théoréme 1 pour les opérateurs

n

ZL=18,+) A, d,,+1B ou B est une matrice hermitienne.
j=1

2° La forte hyperbolicité et la compatibilité ne sont pas nécessaires dans le théoréme 3.
Si A () est la matrice diagonale (3;;<{C,, £)) ou C;eR", n=2 et q(u, v)= Y a0, a;=0
si C;=C;, g est presque partout compatible mais n’est pas compatible et néanmoins
I(t)=0 pour [t|22R 6", 8=Min{|C,—C,|, C;#C;}.

3° Dans les applications, il arrive que les vecteurs de Ker A (£) ne soient pas isotropes
pour g. Les résultats précédents restent valables si on suppose que pour tout £50 la

projection orthogonale de Vs, (&) sur Ker A (£) est nulle.

HI. APPLICATIONS ET EXEMPLES. — De nombreux cas particuliers d’équipartition de
Iénergie pour des systémes de la Physique ont été étudiés mais un procédé systématique
de détermination de toutes les formes possibles d’équipartition ne semble pas connu.
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Le théoreme 1 donne une telle méthode, générale et trés simple : il suffit de vérifier la
condition algebrique de compatibilité; de plus, le théoréme 3 montre qu’en dimension
impaire I’équipartition a lieu en temps fini.

Systeme de Maxwell. — Le champ électromagnétique (E, H) dans le vide vérifie les
équations :
(5 ' d,E=rotH, 0, H= —rotE,
(6) divE=0, divH=0.

En tenant compte, grace a (6), de la remarque 3, on peut appliquer les théorémes 1, 2,
3 aux formes |E|*>—|H|? et (E, H) et obtenir 'équipartition entre I’énergie électrique
et 'énergic magnétique, et I'orthogonalité des deux champs [3].

Systeme de Dirac. — 0,y +(o. V—iBM)y=0; d’aprés[7] une forme compatible g est
de la forme :

q(y, \|/):C(|‘I/1‘2+|\|12|2‘I‘1/3‘2_l\|’4|2)+c/(\|11 ‘Tj3+\lfz\_ll4_\ljsqfl“\lj4‘1’2)>

avec ¢=0 si M#0. L’équipartition pour c¢=1, ¢’=0 (M=0) exprime I’équipartition de
la charge[2]. L’équipartition en temps fini et 'équipartition pour ¢’#0 ne semblent pas
avoir été remarquées.

Equations des ondes et de Klein-Gordon. — O u+m?u=0; on retrouve I’équipartition
entre I'énergie cinétique et I’énergic potentielle en appliquant le théoréme 1 a

I(t)zﬁ u|>—|Vu|*—m?|u|?dx; si m=0 on peut appliquer le théoréme 3 ([6]).

Equations du second ordre. — Soit V¥ la solution de :

) oV —(A (@)’ =0, A=Y Al
VO, )=V (x), (0, )=V (x); A Vo, ¥y e(L*(R))Y,

ou les A; sont des matrices hermitiennes N x N. L’énergic cinétique K et I’énergie
potentielle P sont données par :

K(t)zj|6t\|1(t,x)|2dx, P(t):J}A(d)\p(t,x)‘zdx.

THEOREME 4. — On suppose que pour presque tout &, Ker A (E)=0. Alors en notant
E=K (t)+ P(¢t) I'énergie conservée, on a :

lim K()= lim P(t)zéE.

|t]|=o |t]=o0

On suppose de plus que n est impair et que les valeurs propres A; de A (&) sont de multiplicité
constantes et vérifient :

(8) Ohp@<. <l ) [E]=1.

Alors si le support des données initiales est dans {x;|x|§R}, Pénergie potentielle
et Pénergie cinétique d’une solution de vélocité |7»j| sont égales pour |t|gR7»j_1, ol
Lj= Inf A;(w); en particulier :

wes" 1

K()=P@), |o|=Raz"
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On a un résultat analogue pour les équations 02— (A (d))> y+ B2 =0, ou B est une
matrice hermitienne. Le théoréme 4 s’applique a deux équations d’onde vérifiant (7), (8) :

Ondes élastiques en milieu anisotrope[5]. — Avec les notations habituelles, le champ de
déplacement dans un milieu homogéne élastique anisotrope obéit a ’équation :

2 —: 2 >
az Ui=pP ~Ci axjxl uk=05 i=1,2, 3.

Le théoréme 4 implique ’équipartition entre I’énergie cinétique et I’énergie potentielle :
3 3
K®O=3) |p|lou|*dx, P@=Y |cijmds;u;dsmdx.
i=1 i=1

Ondes magnétoélastiques[4]. — Le vecteur déplacement u pour un milieu conducteur
isotrope homogene élastique soumis & un champ magnétique constant et uniforme H
vérifie :

pPu=p2V2u+ O+ V(V.u)+ fQ(Vxh)XH,
Y

h=V x (uxH).

Il y a équipartition entre I’énergie cinétique et I’énergie potentielle totale, somme de
I’énergie potentielle mécanique et de I'énergie d’interaction magnétique :

K(t):pJ|6,u|2dx; P(t):ju|Vu|2+(x+u)|v.u]2+:i|h|2dx.
T
Recue le 29 juillet 1985. i
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