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ANALYSE MATHEMATIQUE. — Probléme inverse de diffusion non linéaire. Note (*) de
Alain Bachelot, présentée par Jacques-Louis Lions.

Certaines solutions de I’équation de Klein-Gordon convergent fortement dans L* (R, x R?) vers la solution de
I’équation des ondes; il suit que 'opérateur de diffusion associé a la perturbation —q(x)u® détermine g.

Some solutions of the Klein-Gordon equation converge strongly in L* (R, x R2) to the solution of the wave equation; it

follows that the Scattering operator for the interacting —q(x)u® determines q.

Morawetz et Strauss [1] ont montré que 'opérateur de diffusion relatif a ’équation de
Klein-Gordon (KG) :

(KG) u,—A u+m?u=0; O<m; xeR>
et a ’équation perturbée :
Uy, —A u+m?u=—gu* 0<g,

détermine la constante g.
Pour toute fonction positive g, ¢lément de W * (R?) n C?(R3) on établit en utilisant [2]
qu’il existe p>0 tel que opérateur de diffusion S relatif a (KG) et a I'équation perturbée :

(1) Uy —A u+m?u=—qu’,

est défini pour toute solution u_ de (KG) vérifiant :

(2) HM, ||Scal<p>
ou :
et llSea= sup [l u () 117+ sup (1+ [ £])* 1 u (D) 12 @)
teR teR
avece |
()12 = u () e @)+ 1w (O 152 @2)
et

iy ey =1m* + 15 12) 4.E) |2 me)-

11 existe donc pour un tel u_, une unique solution u, de (KG), u, =Su_ et une unique
solution u de (1), u=%"_ u_ vérifiant :

(3) lu(£)—uy(£0)ll, =0, t— +oo,

De plus, on a I’estimation :

4) i —u s =0 (Il [|Zar)-

On définit comme dans [1] le Wronskien de deux éléments de C*(R,, L?(R3)) en posant :

W(u(t), v(t))= J'[u(t, X) v, (t, x)—u,(t, x)v(t, x)]dx.

En dérivant puis intégrant par rapport a ¢ cette expression de —T & + T pour u et v solutions
de (1) images par # _ de u_ et v_ solutions de (KG) vérifiant (2) on obtient :

+T

Wu(T), vo(T) =W (u(=T), v(=T))= f

S =T

Jq(bﬂ v—uv?)dt dx.
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On fait tendre T vers + < et de (3) on déduit :
(5) WESu-), Sw_)—-Wu_,v_)= qu(lﬁ v—uv?)dt dx.

On choisit £>0, u_ =g, v_ =& ¢ ol ¢ est une solution de (KG) 4 données initiales dans
& (R3) et on évalue I'intégrale dans (5) a I'aide de (4) :

W(S(eo), S(e*¢@))=¢> J[q e*dtdx+0O(c).

On a donc la ;

PROPOSITION. — Pour toute solution ¢ de (KG) a données initiales dans & (R3) on a la
Jormule :

”q o*dtdx=lime > W(S(ep), S(e? 9)).
J% =0

On fixe a présent x, € R, 1 >0, g non nul dans . (R?) et on note @, la solution de (KG)
vérifiant ¢; (0, x)=0, @; (0, x)=Ag(A(x—x,)). Par le changement de variables ¢'=2x 1,
X'=A(x—xq), u, (', x')=0, (f, x) on obtient :

”q <x0+ %)uf(t’, x')dt" dx'=A*lime™° W(S(e@,), S(e2 ;)

£~ 0

et u, est solution de :

2
Uy —Avu+ <%> u=0;  w(0,x)=0; (0, x)=g(x).

Il suffit alors de montrer que u, converge fortement dans L* (R, x R3) vers la solution de
I’¢équation des ondes avec mémes données initiales quand A — + oo pour obtenir le résultat
suivant :

THEOREME 1. — Soit g une fonction positive élément de W * (R3) n C*(R3). Alors g est
caractérisée par lopérateur de diffusion associé a (KG) et a (1). Plus précisément, étant donnés
xo€R?, A >0 et g non nul dans & (R2) vérifiant :

(6) ge2(R?), 0¢ supp g,

soit @ la solution de (KG) avec ¢, (0, x)=0, ¢, , (0, x)=X% g (A (x—x,)) et soit u la solution de
u—A,u=0 avec u(0, x)=0, u, (0, x)=g(x). Alors la valeur q(x,) est donnée par :

-1
q(xo):|: ”u“(z, x)dtdx] lim A*lime™> W(S(p,), S(e* ,)).

A=+ o =0

Pour établir ce résultat notons respectivement & et & ! la transformée de Fourier et la
transformee réciproque, par rapport a toutes les variables. Siu,, est la solution de (KG) avec :
ou

(;' 0, x)=g(x)e ¥ (Ry)

u,, (0, x)=0 et
ona:

t (5, ) =5 50 () 4 (5) dby

g
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ou sgn (1) designe le signe de t et dp,, la distribution dans R, x R? portée par la surface
quadratique {|&|*+m?=1>} et définie par :

V 02 (R, xR}),

Cdpy, 95 = J[QP (o £ 1B1%) 2 E) bl Tt R Bln® + | °) 2 dE,

u, s’écrit donc :

Z/tnl 5 37* : (F du”])’
ou :
8 ) E
F(r, &)= 5580 (1) g ().
Strichartz [3] montre en utilisant l'interpolation complexe que si u,, (0, x)e W2 2(R?) et

u,, (0, x)e W12 2(R?) alors u,, e L*(R, x R3). En changeant d’espaces d’interpolation et
avec u, (0, x)=0, u,, (0, x)=g(x), g vérifiant (6) nous établissons le :

THEOREME 2. — Sous la condition (6) la solution u,, de (KG) converge fortement quand m — 0
dans L* (R, x RY) vers la solution de Péquation des ondes ayant mémes données initiales.

Démonstration. — Notons que sous la condition (6) il existe yeZ (R, x RI\0) et

0¥ (R, x R3) tels que pour 0<m<Mu,, s’écrit :

Up=0 % F ' (xdu,,).

De maniére générale soit Q une forme quadratique sur R", n>3, de signature (o, B),
=0, Beta+P=n;soity €2 (R™\0); pourr=0,soit du, la distribution portée par la surface
{Q=r} et définic par :

@y oKy
v 2(R"), dp, @)= )3 s
PpeZ(R"), {du,, ¢ LH}P(Y) 130/0x, |

Soit T, l'opérateur donné par :
T.o=0x 7 [y (du, —du,)].

Le théoréme 2 apparait alors comme une conséquence du résultat plus général suivant :

PrOPOSITION. — T, est un opérateur borné de L' (R") vers L?""~2(R") dont la norme tend
vers zéro quand r — 0.

Démonstration. — On construit la famille d’opérateur T,. en posant :
T..o=9*Z {7(2)1[(Q—-r)i —(Q)31},

ou vy (z) est choisi comme dans [3] :

Y (&) =[T e+ 1] <z+;>sm[n<z+gﬂ 5 SPRHE

A= reen- <Z+Z>Sin[n<z+g—>:|(z+l)l si n pair.
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Grice aux zéros de v, T,.. est une famille analytique d’opérateurs; en particulier, — 1 étant

it

zéro simple de vy et (Q—r)7 étant une fonction méromorphe de z & valeur dans les
distributions, ayant un péle simple en — 1 avec dy, comme résidu on a :

e T c#0.

On vérifie de plus que T,.. satisfait a la condition de croissance admissible de Stein [4]. On
interpole entre Rez=0 et Rez= —n/2. D’une part, on a :

n+i*
Y b A

X I FUQ=r)7 " Q)7 * - .

I|'T, —o2+i (O L@ S @ o @ | F 1, IlLs e

D’un calcul explicite il suit alors que :

(7) Sup Log|| T, _poyeis l o @y r-@y Sa+blyl.

r>0

D’autre part :

| Tr:i_\’ ¢ ||L2(R") =l ||L‘(R”) |y - [(Q _”)? _(Q)lﬁ] ||L2(R")~

On en déduit que :

(8) Sup LOg || Tr:iy H&”[L‘ (R"), L2 (R")) é a + b’! y |
0=ril

et

©) Log|| Ty llew @2y = = si r—0.

On peut alors appliquer le théoreme de Stein [4] qui assure que T,. _; est un opérateur borné
de L' (R") dans L?""~?(R") dont la norme vérifie :

(10) Log|| T,,_1|

£ (LY (R"), L2~ 2(R") é Il =+ 12’

ou : i 2
Il = ol 1— 71 > Y LOg H T";’:VHCY’(L'([R"),LZ([R”)) d_)f’,

+ 0 /2
I, = [ (D(;a y>L0g”Tr;f(n/2)+i\'||§’)(L1(R"),L’(R”))dy
et: .1 )
(L, y)= Etg(n t/2)[tg*(mt/2)+th*(my/2)] " Lch™ 2 (my/2).

Grace a (7) 1, reste borné quand r — 0 et grace a (8), (9) et au lemme de Fatou, I, — — o
quand r — 0; donc || T, _; || ¢ 1 @), 272 @) — O 1 — O et la proposition est démontrée.

/

*

(*) Remise le 29 juin 1981.
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