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Avant Propos

Ce cours constitue une introduction a la modélisation, I’étude mathématique et numérique
des phénomenes de propagation d’ondes.

De nombreuses applications industrielles relevent de cette modélisation. Citons pour la pro-
pagation des ondes acoustiques la réduction des nuisances sonores des automobiles, avions, hé-
licoptéres..., I’optimisation de I’acoustique des salles de concert. Pour la propagation des ondes
électromagnetiques, le dimensionnement des antennes de télecommunications, la détection et la
caractérisation de menaces (missiles, avions de combat...), la protection des équipements élec-
troniques embarqués. Pour la propagation des ondes élastiques, la détection de fissures dans les
centrales nucléaires, fuselages d’avion...

Méme si les applications évoquées précédemment sont totalement indépendantes, la phy-
sique sous-jacente et donc les méthodes mathématiques et numériques permettant de les étudier
ont beaucoup de points communs. L’objectif de ce cours est de mettre en valeur les principaux
résultats théoriques communs ainsi que les méthodes numériques disponibles et/ou émergentes,
utilisées aujourd’hui dans I’industrie.

Il est bien entendu que dans le cadre de ce cours I’intégralité des résultats disponibles sur
I’ensemble des physiques ne peut étre présentée, le cours peut servir néanmoins de base mathe-
matique et numeérique aux ingénieurs concernes par la physique des ondes.

Ce cours concerne les niveaux M1 et M2, les paragraphes a maitriser par les M1 seront indi-
queés pendant le cours. Donc si certains passages a la premiere lecture peuvent rebuter notamment
a cause des aspects mathématiques, il nous a paru important de ne pas séparer les 2 niveaux afin
de garder a ce cours une unité.

Il est difficile de prétendre a I’exhaustivité dans une introduction aux phénomenes de propa-
gation d’ondes, le parti pris a donc été de présenter les deux approches temporelle et fréquentielle
mais de n’étudier que deux méthodes numériques : la méthode des différences finies dans le do-
maine temporel et la méthode des équations intégrales dans le domaine frequentiel. En effet ces
deux méthodes sont largement répandues dans I’industrie.

Le premier chapitre, introductif, présente le contexte général des phénoménes de propaga-
tion d’ondes : modélisation physique, notion temporel-fréquentiel, probleme de diffraction. Il est
illustré par quelques applications industrielles.

La plupart des propriétés caractéristiques des phénomeénes de propagation d’ondes (propa-
gation a vitesse finie, conservation de I’énergie...) sont faciles a appréhender sur le cas le plus
simple de I’étude de I’équation des ondes en une dimension d’espace. Le deuxieme chapitre
extrait du cours de Patrick Joly y est donc consacré.
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Le troisieme chapitre, apres la présentation de quelques solutions explicites, contient I’ana-
lyse mathématique dans le domaine fréquentiel puis temporel d’un probléme de diffraction :
existence, unicité, propriétés des solutions de deux problémes modeles.

La méthode des différences finies dans le domaine temporel (DFDT) est largement utilisee
dans I’industrie pour la résolution numérique des phénomeénes de propagation d’ondes. Dans le
quatriéme chapitre, nous présentons une approche systéme de premier ordre, le lecteur pourra se
référer au cours d’Eliane Bécache pour I’étude exhaustive des schémas numériques de I’équation
des ondes. Nous avons choisi comme probléme modele les équations de Maxwell en 3 dimen-
sions d’espace, une séance de TP informatique illustrant ce chapitre.

Dans le domaine fréquentiel, pour la résolution numérique des problemes de diffraction en
milieu homogeéne, c’est la méthode des équations intégrales qui est largement utilisée. Le cha-
pitre 5 présente ses fondements théoriques, basés sur la représentation intégrale et le chapitre 6
sa résolution numérique par une méthode d’éléments finis de frontiére. Depuis quelques années,
cette méthode a eté trés largement étendue en terme de taille de problémes traités et donc d’ap-
plications accessibles par I’introduction de la méthode mutipdle rapide (FMM : Fast Multipole
Method). Une présentation succinte du principe de cette méthode conclut le chapitre 6.

Nous avons regroupé dans I’annexe les formules et théorémes mathématiques les plus utiles
pour I’étude des phénomenes de propagation d’ondes.

Nous devons beaucoup a Jean-Claude Nédélec, notre directeur de thése, qui nous a patiem-
ment initiés aux phénomenes de propagation d’ondes. Nous saluons sa contribution majeure au
développement des équations intégrales, son cours de DEA et son livre consacreé a ce sujet nous
ont beaucoup inspirés.

Nous remercions Patrick Joly pour sa large contribution aux chapitres consacrées a I’étude
mathématique et numérique des phénomenes de propagation d’ondes dans le domaine temporel
dont il est un spécialiste plus que reconnu. Il a formé plusieurs générations d’éléves sur ce sujet.

Comment ne pas évoquer les échanges fructueux avec Eric Duceau, qui suit et soutient nos
travaux de recherche depuis dix ans? Il a contribué par ses suggestions avisées et ses connais-
sances approfondies dans ce domaine a I’élaboration de ce cours. Nous I’en remercions chaleu-
reusement.

La partie consacrée aux méthodes multipdles rapides est extraite de la these de Guillaume
Sylvand que nous remercions, ces méthodes ont révolutionné le domaine d’application des mé-
thodes intégrales.

Ce document doit aussi a Fabien Mangeant et a Gérard-Pascal Piau la présentation des appli-
cations industrielles en Compatibilité Electromagnétique, en furtivité et antennes. Qu’ils soient
remercies ici.

Pierre Benjamin, Barbara Cochard et Frangois Bereux nous ont fait bénéficier de leur exper-
tise sur les méthodes numériques utilisées dans I’industrie, avec Erwann Feat qui tous les ans
participe a la séance de TP informatique, ils nous ont permis de donner a ce cours un vrai aspect
industriel sans compter leur support quotidien.

Il convient évidemment de souligner ce que ce cours doit au centre de recherche d’EADS, les
résultats numériques présentés ici sont un exemple des travaux de recherche qui y sont effectués.
Le premier auteur remercie particulierement la direction d’EADS Innovation Works de lui avoir
laissé le temps de se consacrer a cet enseignement.
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Chapitre 1

Introduction aux phénomenes de
propagation d’ondes et applications
Industrielles

1.1 Introduction

Avant d’aborder I’étude mathématique et numérique des phénomeénes de propagation d’ondes,
il convient de rappeler le lien étroit de tout développement de méthodes numériques avec la pro-
blématique de la modélisation; les équations que I’on cherche a résoudre, les approximations
faites sur elles proviennent du savoir faire des physiciens, de I’état de I’art des numeériciens et
des besoins concrets des ingénieurs : il existe un compromis entre la complexité souhaitée du mo-
dele, les contraintes temps de calcul liées au savoir-faire et a la capacité des ordinateurs existants
et les exigences de précision. La modélisation des phénoménes physiques constitue une partie
non négligeable de I’approximation numérique de ces phénomenes. Les probléemes de propaga-
tion d’ondes font partie des problémes hyperboliques linéaires, la linéarité permet un traitement
de la variable temps par transformée de Fourier, on parle d’étude dans le domaine fréquentiel.
Nous présentons les 2 domaines d’application : le domaine temporel c’est a dire I’équation des
ondes, le domaine fréquentiel c’est a dire I’équation d’Helmholtz car ces deux domaines sont
utilisés dans I’industrie : le fonctionnement d’une antenne s’étudie a une fréquence donnée ou
autour de celle-ci, I’étude de I’agression de la foudre se modélise plut6t en temporel. Les carac-
téristiques principales des phénomenes de propagaton d’ondes sont la propagation a vitesse finie,
la notion de causalité (qui fixe le sens du temps) dans le domaine temporel. Ceci se traduit dans
le domaine fréquentiel par un certain comprtement a I’infini, imposé par la condition de radiation
de Sommerfeld.

Ce chapitre présente donc les différents modéles physiques (propagation des ondes acous-
tiques, électromagnétiques et élastiques), fixe le contexte général d’un probleme de diffraction
dans les domaines fréquentiel et temporel et en donne des exemples d’application industrielle.
Dans les chapitres suivants, les démonstrations mathématiques porteront essentiellement sur le
cas scalaire, on illustrera certains aspects autant que possible sur le systeme de Maxwell, les
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET APPLICATIONS INDUSTRIELLES

ondes élastiques nous ameneraient a plus de calculs techniques qui cacheraient les notions fon-
damentales pour un cours introductif.

1.2 Modélisation physique

Nous allons passer en revue trois modeles de propagation d’ondes afin d’une part de donner
une idée de la richesse des domaines de la physique qui font intervenir des ondes, d’autre part
d’identifier la nature et les points communs de ces modeles mathématiques

— les équations de I’acoustique pour la propagation des ondes sonores dans un fluide,

— les équations de Maxwell pour la modélisation des ondes électromagnétiques,

— les équations de I’elastodynamique pour la propagation des ondes élastiques dans un so-

lide.
Il n’est pas question ici de présenter en détail la maniére dont sont établies ces équations ou la
physique sous-jacente.

1.2.1 Ondes acoustiques

Les équations de I’acoustique s’obtiennent par linéarisation des équations d’Euler caractéri-
sant les fluides.

Conservation de la masse :

d . >
% -+ le(,OTUT) =0

Conservation de la quantité de mouvement :

d - —
@(pTUT) +gradpr =0

Conservation de I’entropie pour les fluides parfaits :
pr pp = Cste

avec pr la masse volumique, Ur la vitesse, pr la pression, ~ la constante caractéristique des
fluides parfaits. La derivée o désigne la dérivée particulaire donnée par :

— = — 4+ Uyp.grad
it~ ot 8

Les ondes acoustiques sont caractérisées par la masse volumique acoustique p, la pression
acoustique p, la vitesse acoustique U perturbation a I’ordre 1 des masse volumique, pression et

vitesse du fluide. On note avec I’indice 0 les caractéristiques a I’ordre 0 du fluide. Soit :

pT = potp
Ur=U,+U
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1.2. MODELISATION PHYSIQUE

Pr =DPo + P

d e o
et on note I la dérivée particulaire a I’ordre 0.
0

d g - —
— = — 4 Up. grad
dty, o T oera
On linéarise ensuite les équations d’Euler. A I’ordre 0, on résout les équations de la mé-
canique des fluides qui permettent de déterminer I’écoulement principal ou porteur que I’on
supposera stationnaire. A I’ordre 1, les équations deviennent :
Conservation de la masse :
dp —

I + (U grad)po + div(pol) + div(pUp) = 0
0

Conservation de la quantité de mouvement :

AU dp - o —— o —
po— + op Up + (U.grad)(poUp) + gradp =0
dty  dto
Conservation de I’entropie :
p _p
R f}/_
Po Lo

En utilisant la loi des gaz parfaits, cette relation devient :

b_ YR, T = ¢*
P

avec R, = R/M la constante spécifique du gaz, R la constante universelle des gaz parfaits
et M la masse molaire du gaz. c est la vitesse du son dans le fluide. Par exemple dans I’air,
R, =287JkgK™1, v =1,4,a15°C, la vitesse du son vaut approximativement 340 ms—".

On peut donc éliminer la masse volumique acoustique puisqu’elle est directement propor-
tionnelle a la pression acoustique. Les ondes acoustiques sont donc déterminées par un systeme
d’équations en pression-vitesse provenant de la conservation de la masse et de la quantité de
mouvement. 3

. - d
Supposons le fluide au repos : Uy = 0, py et py sont des constantes et T
. 0
Le systeme devient :

1 0p .=

ga"‘podlvU =0
(L1) )

poag—(t]jtgr?ip =0

0 G . - i 7
En prenant 5% de la premiére equation et div de la deuxiéme, on peut éliminer U :
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET APPLICATIONS INDUSTRIELLES

10% 0
aap T edvl) =0

0 . .
E(podlvU)—i-dlvgradp =0

En remarquant que divgrad = A, on constate que la pression vérifie I’équation des ondes
(scalaire).

1 0%p
————Ap=0
c? ot? b
Prenons le rotationnel de la deuxiéme équation du systeme (1.1), opérateur rot, nous obte-
nons :

0
ot
en utilisant la propriété rot grad = 0.
On constate donc que la vitesse des ondes acoustiques reste irrotationnelle si elle I’était a
I’origine des temps.
- N~ g - - - — - 7
Cherchons maintenant a éliminer la pression acoustique, on prend grad de la premiére équa-

(rtot ) = 0

i 0 . . . .
tion et 5% de la deuxieme du systeme acoustique (1.1) et on obtient :

0, 1 —
e ( grad p) + po grad divl = 0
82U 0
d pu—
PO =5 o (% (gra p) 0

La vitesse acoustique vérifie I’équation (vectorielle) suivante :

1820 — . -
(12) EW — grad div U=0
S’agit-il d’une équation des ondes? Nous rappellons la formule reliant les opérateurs de
dérivation au laplacien vectoriel :

(1.3) Ail = grad div @ — rot rot @
Sous I’hypothése d’irrotationnalité de la vitesse acoustique a I’origine des temps, alors grad div U=

AU, I’équation (1.2) devient :

102U -~
1.4 — 7= AU =
(1.4) c2 Ot? Uv=0
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qui est I’équation des ondes vectorielle. Attention,_i)l n’y a pas équivalence entre les deux
équations puisque dans I’équation (1.4) I’information rot U = 0 a disparu.

Cas d’un écoulement porteur uniforme supposé suivant I’axe Oz, p, et po sont des constantes
et

ﬁo(l‘, t) = Uogz

et
d 0 0
— = LU=
T TR
Les équations deviennent :
1 dp = Uyop
—— divU+—=— = 0
2 dty thodvy c? 0z
(1.5) .
dU Uydp , ——
—_— —_— d pu—
podto + 2 diy €, +gradp 0

En prenant T de la premiére équation et div de la deuxiéme, on peut a nouveau éliminer
0

U:
1 d?p d .~ Uy d Op
SOP @ il L L g
2 di? +dto (po divU) + c2 dty 0z
(1.6)
AU Uy ddp | —
div(Z) + 222 | Givgradp = 0
Po W(dt0>+ c? 0z dty +diveradp

Les opérateurs commutant dans le cas de I’écoulement uniforme, on obtient :

1 d%p
EFT

qui ressemble a une équation des ondes écrite sous cette forme. On introduit le nombre de
2

Ui : , : ] 1
Mach M, = =2, rapport entre la vitesse de I’écoulement et la vitesse du son, I’opérateur 2P
c c aty
s’écrit
1 d? 1 0? M, 0?

32
- = - - 2 JE—
Adti 2 ot? T hio: T Mg
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Le dernier terme du développement intervient aussi dans le Laplacien. Par un changement de
variable adéquat, on peut néanmoins se ramener a I’équation des ondes scalaire usuelle. Le chan-
gement de variable correspond a une dilatation des structures dans la direction de I’écoulement et
a un decalage sur la vitesse du son effective. Dans le cadre de ce cours nous nous limiterons a la
propagation des ondes acoustiques sans écoulement. Les domaines de la modélisation acoustique
et aéro-acoustique sont en pleine expension dans I’industrie aéronautique et spatiale.

Que manque-t’il dans le modeéle précédent pour qu’il conduise a un probleme bien posé ? Des
conditions initiales a ¢ = 0, souvent la nullité des champs pression vitesse puisqu’en général on
commence la modélisation quand une onde acoustique incidente est généree par des sources de
bruit.

En présence d’une structure diffractante (moteur d’avion, lanceur spatial..), il convient de
rajouter des conditions aux limites sur la frontiere I" du domaine de propagation (qui est le com-
plémentaire de la structure).

D’un point de vue mathématique, les conditions aux limites usuellement rencontrées pour
I’équation des ondes scalaire sont :

— La condition de Dirichlet :

— La condition de Neumann :

op —
(1.8) %IF = gradp.njr =0

Pour définir les conditions aux limites appropriées, il faut revenir a la physique du probléme
considére, en effet la détermination des conditions aux limites fait partie intégrante de I’étape
de modélisation comme pour les équations posées dans les domaines. La condition de Dirichlet
correspond a des obstacles dits mous (ou soft) et celle de Neumann a des obstacles dits rigides
(ou hard), laquelle est la plus pertinente ? Dans le monde physique dans lequel nous vivons, le
fluide ne pénétre pas a I’intérieur des obstacles, les déplacements normaux des particules et donc
leurs V|tesses normales sont donc nuls aux parois. C’est donc la condition de Neumann (car
U= gradp ) qui est utilisée dans I’ensemble des modeles.

Signalons qu’en fait il y a un couplage entre le fluide et la structure au niveau de I’interface,
les ondes acoustiques peuvent donc mettre en vibration la structure et transmettre a I’intérieur des
cavités (comme I’étage ou est déposé le satellite pendant son lancement) une onde acoustique.
Le domaine de la vibro-acoustique est un domaine en pleine expansion au niveau des méthodes
de simulation.

Certains matériaux comme les matériaux absorbants acoustiques par exemple possédent des
propriétés de dissipation de I’énergie, la modélisation fine de ce matériau est inacessible avec les
moyens informatiques et les techniques numériques actuelles a I’échelle des structures, on utilise
alors un modele équivalent pour traduire de fagon macroscopique ses propriétés absorbantes.
Fréguemment on introduit une impédance équivalente et la condition aux limites utilisée est
alors celle de Robin dite aussi d’impédance.
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op  Op

1, op 9 _
(19) on Yot

0

L’ impédance « peut étre un scalaire mais aussi de fagon plus générale un opérateur dépendant
des variables d’espace et/ou du temps.

1.2.2 Ondes électromagnétiques

Les équations de Maxwell concernent la propagation des champs électromagnétiques, le
cadre est celui de la physique classique (pas de notion de relativité générale ou de théorie gé-
nérale des champs). Ces champs (E, ﬁ) sont relies aux forces électromagnétiques de Coulomb
et de Lorentz. Les inconnues du probléme sont dans ce cas :

— le champ électrique E(z,t) € R3

— le champ magnétique H (z,t) € R?

— I’induction électrique D(z,t) € R3

— I’induction magnétique B(z,t) € R3
Ces champs obéissent, en I’absence de charges et de courants, aux équations de Maxwell qui re-
groupent diverses lois comme la loi de Gauss, celle de Faraday, celle d’Ampere établies chacune
avant le systéme géneral suivant :

r é ~
aﬁ—t = —rtE
oD .
(1.10) a5 = rot 7
divD = 0
divB = 0

\

et sont par ailleurs reliés par les lois de comportement :

(1.11) { Bi(xvt) = M(x)g($7t)

D(z,t) = e(x)E(x,t)
ou u(x) est la perméabilité magnétique et () la permittivité électrique du milieu. Nous nous
limiterons au cas ou p(x) et e(x) sont des scalaires positifs. Dans le cas le plus général ce sont
des opérateurs 3x3 pouvant dépendre du temps (nous ne considérerons pas non plus dans le cadre
de ce cours d’éventuelles non-linéarités). lls caractérisent le comportement électromagnétique du
matériau dans lequel I’onde se propage. Les variations en = décrivent I’éventuelle hétérogénéité
du milieu.
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Avec les hypothéses précédentes, nous pouvons éliminer B et D dans les équations de Max-
well en utilisant les lois de comportement, le systeme obtenu en E et H est le suivant :

;

—. -  OH
tE+pu— = 0
rot £+ p ot
- OE
1.12 totH —e— = 0
(1.12) ro 5
div(cE) =0
\ div(uH) =0

Remarquons que les équations ne sont pas indépendantes, en effet nous disposons de 8 équa-
tions s pour 6 inconnues (en dimension 3). En prenant la div des deux premiéres équations, comme
div rot = 0, on obtient :

0

adlv(,uH) =0
(1.13)

gdlv( E) =0

ot B

Donc si & Iorigine des temps les champs . H et = E étaient a divergence nulle, ils le restent &
tout temps ultérieur, ce qui donne les deux dernieres équations du systeme (1.12). Nous pouvons
éliminer H (resp. E) du systéme (1.12) réduit aux deux premiéres équations en prenant le =+ rot

0
(resp. e~ rot) de la premiere (resp. deuxieme) équation et — de la deuxiéme (resp. premiére) et

ot
obtenons comme équations :
PE 5
(1.14) e T rot(u'rotE) = 0.
PH —

(1.15) + rot(e_laﬁ) = 0.

"o

Cas particulier : milieu homogene isotrope Plagons nous dans le cas particulier d’un milieu
homogéne isotrope, . et € sont alors des constantes. Les equations précédentes deviennent :

O*E
a—+r0tr0tE =0
(1.16)
O*H .
5,uat2 trotrotH = 0
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On voit alors apparaitre la quantité < ;. qui est homogéne a I’inverse d’une vitesse au carré.
On introduit donc ¢ :

1
VER

qui représente la vitesse des ondes électromagnétiques dans le milieu diélectrique. Dans le
vide, on a c trés proche de 3. 108 m s~! qui correspond a la vitesse de la lumiére.

En utilisant I’expression (1.3) et en remarquant que les champs E et H sonta divergence
nulle, on obtient sans difficulté les équations suivantes

CcC =

1 0?E - =

— 2= _AE =

c? Ot? 0
(1.17)

10?H - -

2 _AH =0

c? Ot?

ce qui justifie que les champs électromagnétiques (E, ﬁ) vérifent I’équation des ondes vec-
torielle. De méme que précédemment pour la vitesse acoustique, il convient de remarquer que
ce nouveau systeme n’est pas équivalent au systeme (1.16) puisque les conditions de divergence
nulle ont disparu du systeme(1.17).

Comme pour I’acoustique, il convient de déterminer les conditions aux limites au bord des
structures pour achever la modélisation.

La plupart des structures métalliques se modélisent par le modele dit du conducteur parfait,
les champs électromagnétiques ne pénetrent pas a I’intérieur de la structure et il y a continuité
de la composante tangentielle du champ électrique Eetdela composante normale du champ
magnétique H. Les conditions aux limites sont donc :

EAR|r=0

et )
H.i =0

Il faut noter que cette notion de conducteur parfait n’est qu’un modele, valable sous certaines
hypothéses. En particulier a certaines fréquences, I’hypothese de non pénétration des champs
électromagnétiques devient fausse, il y a une distance dite “épaisseur de peau” le long de la-
quelle les champs s’atténuent progressivement. Il faut alors adapter la condition aux limites a ce
phénoméne physique.

De méme que pour I’acoustique, des conditions d’impédances existent permettant de prendre
en compte différents matériaux : par exemple une fine couche de diélectrique revétant un métal
peut se modéliser sous certaines hypothéses par une condition aux limites dite d’impedance :

ENit—ZANHANT|p=0

ou I’impédance Z peut étre un scalaire mais aussi un opérateur dans le cas le plus général.

Page 17/275



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET APPLICATIONS INDUSTRIELLES

1.2.3 Ondes élastiques

L’ inconnue du probléme est le champ de déplacements dans le milieu solide qui occupe le
domaine 2 :

Wz, t) = (ug (x,t) ,us (x,t) ,uz (1))

représente le vecteur déplacement a I’instant ¢ d’une particule matérielle occupant la position z.

Remarque 1. On se place dans I’hypothése des petits mouvements et des petites déformations
(hypotheése réaliste pour beaucoup d’applications : prospection sismique, ondes ultra-sonores...)
de telle sorte que les représentations lagrangiennes et eulériennes du mouvement du milieu
continu sont confondues et que I’on travaille avec les équations linéarisées.

Les variations de ce champ sont régies par les équations de la mécanique qui, en I’absence
de forces extérieures, s’écrivent :

(1.18) at2 Z@x oi(@) =0, i=1,2,3,

ou o () désigne le tenseur (en I’occurence une matrice symétrique) des contraintes associé au
champ de déplacements i (x,t) et p = p(x) désigne la densité du matériau. Il faut adjoindre
aux équations d’équilibre (1.18) la loi de comportement du matériau. Dans le cas d’un matériau
linéaire isotrope, cette loi est la loi de Hooke (4,; designe le symbole de Kronecker) :

ou e(@) = ((e;;(@))) désigne le tenseur des déformations (linéarisé) associé au champ de dépla-
cements « :

. Ou;  Ouj
(1.20) (i) = ( ot ax)

etou A = A (z), u = p (z) désignent les constantes de Lamé (ou coefficients de Lamé). Les fonc-
tions p, A, u sont strictement positives et caractérisent le comportement élastique du matériau.
Leur variation en fonction de = décrit I’éventuelle hétérogénéité du milieu de propagation.

A partir des équations (1.19), il est facile d’obtenir la formulation en déplacements du pro-
bléme :

a a .0 ou;  Ous
1.21 = i i) = —=1.2.3.
(1.21) 8t2 oz Z:: Ox; ('u ((%cj * 8x1)> O 1=123

Supposons le matériau homogeéne, soit A et p indépendant de z, les équations précédentes
deviennent :

a? a o? u 5. Ou; _
(1.22) = “Z — ( a—ﬂ) =0, i=1,23.
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que nous réécrivons sous la forme vectorielle suivante :

o*u — O s PR
(1.23) P ~ Agrad(div @) — pAud — pgrad(div i) = 0,

qui devient en utilisant la relation (1.3) :

2 —

P or

—

—_— —
(1.24) — (A + 2u) grad(div @) + protrot @ = 0,

Nous reconnaissons dans I’équation (1.24) les termes vectoriels rencontrés d’une part pour
la vitesse acoustique d’autre part pour les champs électromagn_é}iques, ce qui nous ameéne a
considérer deux ty&e}s de solutions, celles a div nulle et celles a rot nul.

— on suppose rot « = 0, I’équation (1.24) devient :

0*u

qui est I’équation des ondes vectorielles avec pour vitesse cp donnee par

A+ 2u
p

De telles solutions sont appellées Ondes de Pression ou Ondes P.
— on suppose div « = 0, I’équation (1.24) devient :

2
CP_

0%

Pw—MAﬁZO,

(1.26)

qui est I’équation des ondes vectorielles avec pour vitesse ¢ donnée par
2="t
p
De telles solutions sont appellées Ondes de Cisaillement (Shear en anglais) ou Ondes S.
On remarque que les ondes de pression ont une vitesse supérieure aux ondes de cisaillement.
Les ondes de pression “ressemblent” aux ondes acoustiques, les ondes de cisaillement aux ondes
électromagnétiques, c’est pour cela que les problérrﬁ acoustique (équation des ondes scalaire
pour la pression, equation des ondes vectorielle a rot nul pour la vitesse), électromagnétlsme
(équation des ondes vectorielle a div nulle) et élasticité (équation des ondes vectorielle a rot ou
div nuls) sont de complexité croissante.
Considérons maintenant les conditions aux limites pour achever la modélisation. Sur I’éven-
tuelle frontiére I' du domaine €2, on pourra considérer deux types de conditions aux limites :
— la condition de bord encastré

(1.27) i = 0.
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— la condition de surface libre
3
(1.28) > oiyil)n; =0surl, i=123
j=1

qui s’écrit aussi sous la forme vectorielle :
(1.29) o(d).n=0surl’

La condition (1.27) n’est autre que la condition de Dirichlet homogeéne : elle exprime le fait
que les points du bord I" sont immobiles. La condition (1.29) peut &tre vue comme une condition
de Neumann homogéne géneralisée : elle exprime le fait qu’aucune force de surface extérieure
n’est appliquée sur la surface I

1.3 Contexte géneral d’un probléeme de diffraction

Les différentes équations introduites précédemment ne faisaient apparaitre ni terme source,
ni données initiales ni conditions aux limites. 1l existe des solutions non nulles a ces différents
problemes (homogenes) se propageant dans I’espace libre. Le probléme que cherche a résoudre
I’ingénieur est de déterminer la perturbation générée par un obstacle lorsque de telles ondes
(dites ondes incidentes) le rencontre (ce qui fixe les conditions initiales), on parlera d’ondes
diffractées. Les équations étant linéaires, on peut décomposer tout signal incident en somme
de sinus, c’est la notion de domaine fréquentiel tres utilisé par les ingénieurs. Ce paragraphe
présente les conventions et la problématique associée a un probléme de diffraction.

1.3.1 Domaine temporel - domaine fréquentiel : définitions et convention

Comme les équations sont linéaires, la transformée de Fourier par rapport a la variable temps
permet de passer du domaine temporel au domaine frequentiel de la maniére suivante :

(1.30) (Fo)w) = ple) =il1) = [ eptyde= [ e ipte
R R
La transformée de Fourier inverse est alors :
N 1 —iwt A~ —i27 ft
(1.31) FE DO =) =5 [ iwrdo = [ (g af

Remarque 2. Nous avons choisi la convention de dépendance en temps en e~“*. Le choix de
la convention est arbitraire mais doit étre definitif une fois pris et rappelé chaque fois que I’on
présente des résultats (théoriques ou numériques) dans le domaine fréquentiel.
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Listons les propriétés opératoires les plus utiles de la transformée de Fourier :

(1.32) F (%) = —iwp(w)

(1.33) Fpt—7)) = “pw)

(1.34) Fpsa) = pw)iw)

(1.35) Foa) = 505 D) = 6 1 ()
(1.36) F1) = 2m0(w)=46(f

(1.37) F (e’wot) = 2m0(w —wp) =0(f — fo)
(1.38) FO@) = 1

(1.39) F@t—1)) = v

(1.40) fl=w) = f(w) sif(t)eR

Par exemple, en utilisant (1.32), avec la convention précédente, I’équation des ondes scalaire
devient I’équation de Helmholtz scalaire,

w2

—Aﬁ——zf&:—Aﬁ—kQﬁ:O
C
I’équation des ondes vectorielles devient I’équation de Helmholtz vectorielle,
—AV - kW =0

le systeme de Maxwell temporel devient

rot £ — iwuoﬁ = 0

— = . —

rot H + iwegl = 0
pour les inconnues ou champs “transformées de Fourier”et ou I’on a évité d’écrire les chapeaux

au dessus des fleches pour ne pas alourdir I’écriture et parce qu’il n’y a pas d’ambiguité compte
tenu de la présence explicite de w.

1.3.2 Ondes planes et Ondes sphériques
Les ondes planes

On s’intéresse ici a certaines solutions non triviales du systéme homogeéne de Maxwell (sans
terme source) (1.41) posé dans tout I’espace.

_ OH _
IRE + MOE =0
(1.41) .
—_ = —
tH—cg— = 0
Iro €0 ot
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Nous cherchons dans ce paragraphe une solution sous la forme :

[ £t = Boot—r170
H(xz,t) = Hyg(t—v-Z/c)

ou ~ est un vecteur unitaire. Exprimons que la divergence de E estnulle ;
. — 1 — — 12 — —
divE = —— (Eo-l/> gt—v-7/c)=0
C
d’ou
De méme,

Calculons le rotationnel

La premiére équation du systeme (1.41) implique :

1 ’ ; 3
= (m EO) J(t—7-T)e) + poHo g (t — 7 Zfc) = 0
C

d’ou
— 1 —
1.42 j <"/\ E )
(142) o= 5 (71 E:
avec
ZO - @
€0

Par une analyse dimensionnelle, on remarquera que 7, est homogéne a une impédance (ﬁ est
en Am~'et Eesten V m~1). Z, est appelée impédance du vide et vaut environ 1207 en Ohm.
L’onde est maintenant completement déterminée, il nous reste a vérifier la deuxiéme équation du
systeme (1.41).

1 . q .
- (m HO) Gt —7-7)c) — By gt — 7 F/c) = 0
C

ce qui revient a vérifier que la relation

(1.43) E, = Z (ﬁo A ﬁ)

est vraie. La réponse est oui, puisque E - 7 = 0. En effet, comme |Vl =1,0na
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ce qui permet de conclure.
Le triplet (7, E,, H,) forme donc un triédre direct. Les isovaleurs de £ et H sont déterminées
par I’équation :

t — - ¥/c = Constante

A un temps ¢ fixé, le lieu en espace des isovaleurs des champs est déterminé par :
v - & = Constante

ce qui correspond a I’équation d’un plan perpendiculaire a 7 direction de propagation en di-
mension 3. La dénomination d’ondes planes provient de la et par extension on I’adopte aussi en
dimension inférieure méme si les isovaleurs sont des droites en dimension 2 ou des points en
dimension 1.

La transformée de Fourier, et en particulier la relation (1.33), nous donne des solutions non
triviales au systéeme fréquentiel de Maxwell homogéne (1.44) posé dans tout I’espace :

ﬁﬁ—iwuoﬁ =0
(1.44) OLE —iwpol =0

rot H +iwegEl = 0

E(w,w) = jw)Ee™?

H(z,w) §(w)Hy e
ou

K=k avec k=—
C
E} et Hy vérifiant les relations (1.42) et (1.43). Le vecteur & est appelé vecteur d’onde, il a pour
module le nombre d’onde % et sa direction correspond a la direction de propagation. Remarquons
qu’a fréquence fixée, g(w) est juste une constante multiplicative.
On aurait pu chercher directement une solution du systeme (1.44) sans passer par le calcul
temporel précédent. Posons

8y

—

H(z,w) = Hye

T

T

{E(m,w} = EyeiF

C’est un couple solution de (1.44) si et seulement si :

ol oy

ik N Ey — iwpoH,
ik A ﬁo + iwaoﬁo =
Ce qui est équivalent aux relations (1.42) et (1.43).

Les plans d’équation k-7 =C® correspondent aux équiphases des champs, en d’autres
termes I’ensemble des points d’espace atteignant leur maximum en méme temps sont dits en
phase et sont des plans perpendiculaires a la direction de propagation, les champs électromagné-
tiques E et H sont orthogonaux entre eux et a la direction de propagation.
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Changeons de physique pour introduire les ondes planes en acoustique, nous le ferons en fré-
quentiel, I’expression générale en temporel s’en déduit aisément. Le systéme acoustique fréquen-
tiel posé dans tout I’espace et sans terme source s’écrit de la maniére suivante avec la convention
en temps e~

—iw -

— divU = 0
(1.45) g Prpd
—iwpoU +gradp = 0

que I’on réécrit en introduisant £ le nombre d’onde et Z, = poc I’impédance acoustique :

(1.46) { —tkp + ZodivU = 0

— —
—ikZyU +gradp = 0
Les pression et vitesse acoustiques p et U données par

{ p(z) = poe*?

O(x) = Uye*?
sont solutions de (1.46) si et seulement si :

En éliminant I’un ou I’autre des champs, on obtient les relations suivantes :

k-k=k
U, est colinéaire a k

Les équiphases sont de méme que précédemment des plans perpendiculaires au vecteur d’onde
qui est de module le nombre d’onde et la vitesse acoustique est colinéaire au vecteur d’onde.

Considérons désormais un champ vectoriel 1% général vérifiant I’équation de Helmholtz vec-
torielle (1.48) et cherchons-le sous la forme front d’onde plan :

(1.47) V(z) =V er®

(1.48) AV KT =0

il est immédiat alors que V(x) donne par (1.47) est solution de I’équation (1.48) si et seulement
Si

R DT T =0
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on retrouve que le vecteur d’onde ka pour module le nombre d’onde £ = ¥ En utilisant la
C
relation fondamentale (1.49)

(1.49) A = grad div — rot rot
on obtient

KTy =~ (F- Vo) +Fn (FATH)

Aprés normalisation, on constate que la relation vectorielle obtenue (1.50) en notant 7/ =
vecteur unitaire correspondant a la direction de propagation

Enl ]

l

(1.50) 0:5(17~I70)+<17/\X70>/\17

permet de décomposer toute onde plane vectorielle en somme d’onde plane a rotationnel nul
et d’onde plane a divergence nulle. La vitesse acoustique est un exemple du premier cas, les
champs électromagnétiques du second cas. Dans le systeme de I’élasticité, les ondes dites de
pression correspondent a des déplacements colinéaires a la direction de propagation, les ondes
dites de cisaillement a des déplacements orthogonaux a la direction de propagation.

Les définitions et notations suivantes sont classiquement adoptées :

w : lapulsation (rad.s™t)
f= hud la fréquence (Hz)
27
1 2 .
r=-== la période (temporelle)(s)
o w
k= % le nombre d’onde (rad. m™')
2 . .
A=l = % la longueur d’onde (période spatiale) (m)

Les ondes sphériques

Nous nous plagons dans cette section dans le cas particulier de la dimension 3 d’espace
et nous nous limiterons a I’équation de Helmholtz scalaire (1.51) homogene posée dans tout
I’espace.

(1.51) —Au—k*u =0

Il existe des solutions non triviales a cette équation différentes des ondes planes. Soit par exemple

sin(kr
u(r) = i ), r=|z|=1\/2? + 2%+ 23
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Notons que cette fonction est réguliere méme a I’origine et a décroissance lente a I’infini. En
utilisant I’expression du Laplacien en coordonnées sphériques, on obtient :

1 02 10% . 5
=52 (ru) = ~52 (sin(kr)) = —k*u

Par un calcul analogue, on vérifie que la fonction

Au

cos(kr)
r

u(r) =

est solution des équations de Helmholtz en dehors de I’origine. Il en est de méme par linéarité

pour
eiikr

wta) ==

Les équiphases sont des sphéres. Quand » — oo, celles-ci deviennent localement planes.
Plagons-nous au voisinage d’un point X = Rv loin de I’origine (R > 1). On a pour un point
courant = dans ce voisinage :

ro= ol =X+ @ - X)| = (X2 +2X - (@ - X) + |z — X))
9 ’:L'/‘Q 1/2
— Rl1+Zp.2/ 4+ 121
( + I v-x + 2
= R+7U-2+0 !
B R
avec ' = x — X et ainsi
gikr  GikR - by
r R -
L’onde se comporte donc localement comme une onde plane se propageant le long du vecteur

kR

directeur 77, une fois mis en facteur le facteur d’atténuation . Ceci explique pourquoi le

modeéle d’onde plane est fréquemment utilisé pour décrire des sources incidentes sphériques
venant de loin.

1.3.3 Causalité et condition de radiation de Sommerfeld

Pour que le probleme d’onde en temporel soit bien posé, il faut rajouter des conditions ini-
tiales. Ces conditions permettent de fixer le sens du temps. On appellera solutions causales
les solutions nulles aux temps négatifs et anti-causales celles nulles aux temps positifs. L’équa-
tion des ondes étant réversible en temps (le changement de variable ¢t — —t laisse inchangée
I’équation), il est indispensable pour avoir I’unicité d’une solution d’imposer la causalité, ce qui
correspond bien a la réalité physique : soudain il se passe quelque chose (conditions initiales) et
on s’intéresse a déterminer I’onde qui en résulte.

Examinons, par exemple, maintenant le probléeme de Maxwell posé en fréquentiel (1.44). On ne
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peut pas définir de conditions initiales puisque la variable temps a disparu aprés transformation
de Fourier. Pour obtenir I’unicité de la solution physique fréquentielle, il importe de retrouver le
sens du temps. On doit donc pour fermer le systeme imposer une condition suplémentaire.

La condition de radiation de Sommerfeld introduite a partir de considerations energétiques

E
(1.52) r (%—r - zk;E) — 0 quand r — 400

permet de choisir la solution physique. Nous verrons dans le chapitre 3, lors du choix de la
«bonne» solution élémentaire, le lien entre causalité et condition de radiation.

Remarque 3. Attention, I’expression de la condition de radiation dépend du choix de la conven-
tion en temps ! I ! En effet, le lecteur ne doit pas oublier que toutes les quantités dépendant de ik
deviennent opposées quand on change de convention. L’expression ci-dessus (1.52) est valable
pour la convention en e~*?,

Remarquons déja que les ondes planes ne vérifient pas cette condition. Soit u(%) = uge*”®
une onde plane se propageant dans la direction v/, on a :

ou . _ L
— —iku = ikuo(V - & — 1) ™7

or
La condition de radiation n’est vérifée que dans la direction e, = ©/, dans toutes les autres

o 0
directions r —8u —tku | — +oo quand r — +o0.
T

Dans le domaine temporel, les ondes planes ne sont pas physiques car elles ne sont pas
causales et sont donc éliminées par le choix de conditions initiales. De méme nous voyons dans
le domaine fréquentiel que la condition de radiation les élimine comme solutions non physiques.

1.3.4 Probléme de diffraction

Nous allons désormais nous intéresser au probléeme de diffraction d’ondes par un obstacle.
En effet résoudre les équations dans I’espace libre ne sert qu’a déterminer les champs incidents,
ce qui intéresse les industriels c’est la perturbation créee par un obstacle et réémise dans toutes
les directions de I’espace. Le cas des problémes intérieurs est différent puisque I’énergie ne peut
pas s’évacuer a I’infini et I’on voit apparaitre des ondes stationnaires au lieu d’ondes progres-
sives. Dans le cadre de ce cours, nous nous limiterons aux problémes extérieurs qui concernent
beaucoup d’applications. Nous nous intéressons a la résolution d’un probleme posé dans un do-
maine extérieur €2, c’est a dire le complémentaire d’un ouvert borne €2; représentant I’obstacle.
Pour poser correctement le probléme, il faut rajouter des conditions aux limites a la surface de
I’objet. Rappelons que I’obtention de ces conditions aux limites fait partie intégrale du processus
de modélisation ayant permis d’obtenir les équations dans le milieu. Nous ne considérerons ici
que celles liées au modele de conducteur parfait :

ENit|r=0
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et
H.@|r=0

avec I la frontiere de €2 et 77 la normale extérieure a €2. Soit le probleme général de diffraction
avec termes sources situés en dehors de I’obstacle :

( — . OH B
rot B + T U = M
o, dans D'(2 x R)
—E o d @E I
ro —— = Js
- “or ~ 7
En n 0 dans D'(I" x R)
H-n =0

\

Nous allons décomposer les champs (dits totaux) comme superposition de champs dits incidents
et de champs dits diffractés. Définissons d’abord les champs incidents : ce sont les champs créés
par les termes sources qui existeraient s’il n’y avait pas d’obstacle, c’est a dire comme si I’on
remplissait le domaine initialement occupé par I’obstacle par un matériau de mémes caractéris-
tiques que le domaine extérieur. Les champs incidents sont donc solutions de :

s 8H7nc .
rot B¢ + g = —my,
oL, dans D'(R? x R)
_t) H_', aEznc -
rot H¢ — ¢ = s
0 B J

En définissant les champs diffractes (EHD, H D) par

—

E — E?nc_i_E_'D
H = H?nc_i_[{_b

nous obtenons le systéme d’équations suivant :

(

. OHD
IRED + o =0
8%3 dans D'(Q2 x RY)
—_ —
t HD — = 0
1"? €0 ot B
D = _— _ Flinc =
E Mf Eﬂ /\71 dans D'(T" x R™)
HP . i = —HWme . j
| EP=HP =0 at=0

en notant ¢ = 0 un instant avant que le champ incident n’arrive sur I’obstacle. Nous n’avons
donc mis la causalité que sur le champ diffracté, ce qui nous autorise a utiliser comme modeéle
les ondes planes comme ondes incidentes puisque nous avons vu que suffisamment loin des
sources tout champ se propageant en domaine infini se comporte ainsi. Nous pouvons de méme
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écrire le probleme de diffraction dans le domaine fréquentiel en utilisant la convention e =%,

— = . nyd —
rﬁQ‘WOIi - 2™ dansD'(Q)
rot H + iwegl = J,
EA o= 0 dans D’'(T")
H - -n 0
On introduit de méme les champs incidents solutions de :
1 y ?nc — _
LI Wl = dans /(R
rot H™¢ 4 qweg B = j,
et en définissant les champs diffractés (EHD, IfD) par :
E — Ez_')nc_i_E_»D
ﬁ — H?nc_i_[{_b
on obtient le systeme :
( ol FD _ D _
rot £ i off, 0 dans D’(Q)
rot HP + iwegEP = 0
"D 7 o= inc =
EZ AT BT dans D'(T")
HP -7 = —Hme . @
(| 7"(EP — ZyHP Né) — 0 quand r — 400

Il est important de noter que la condition de radiation est indispensable sur les champs diffractés
pour obtenir un probleme bien posé et physique. De méme que dans le domaine temporel, le
probleme de diffraction posé comme un probléme aux limites sans terme source est adapté aussi
a un champ incident de type onde plane.

1.4 Quelques applications industrielles dans I’aéronautique

Avant de détailler dans les chapitres suivants les fondements mathématiques de la résolu-
tion des phénomenes de propagation, nous allons présenter leurs principales applications dans le
domaine de I’aéronautique mais aussi de I’industrie de défense et spatiale.

La modélisation des équations de Maxwell régissant la propagation des ondes électromagne-
tiques a suscité un grand nombre de recherches a partir des années 1980. Plusieurs raisons ex-
pliquent cet engouement : des besoins et donc un sponsor (le ministére de la défense), la maturité
de méthodes numériques disposant d’un solide cadre mathématique, I’explosion des calculateurs
scientifiques rendant accessible la montée en taille des problémes traités.
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1.4.1 La furtivité Radar

La furtivité Radar concerne la détection de cibles (agressantes) par un radar. Un radar émet
une onde électromagnétique qui se propage dans le vide, si cette onde rencontre un objet - mé-
tallique par exemple- elle se réfléchit et est diffractée dans les diverses directions de I’espace.
Ces ondes diffractées permettent une fois analysées de déterminer I’objet diffractant : on parle
alors de sa signature radar. Une direction d’interét privilégié est la direction d’ou vient I’onde
incidente, en effet le méme radar souvent émet et détecte du méme endroit. En pratique, le fonc-
tionnement d’un radar est régi par la théorie du signal sous I’hypothése que la cible est réduite
a un point et qu’elle réémet le signal incident a I’identique (avec un effet Doppler si elle est en
mouvement) fois un coefficient d’atténuation caractéristique de sa géométrie et un retard dépen-
dant de sa distance.

FiIc. 1.1 - Radar MASTER S (www.thalesraytheon.com) fonctionnant en bande
S=[2,6GHz ;4GHz]

La problématique de la furtivité est double :

— le radariste cherche a déterminer la signature des menaces potentielles afin d’évaluer son
dispositif de détection

— le missilier ou autre agresseur cherche a diminuer sa signature afin d’étre détecteé si ce n’est
jamais, au moins le plus tard possible, c’est a dire aprés réussite de la mission. Il dispose
de plusieurs solutions pour minimiser la signature radar de son objet :

— soit concevoir sa plateforme en minimisant la SER dans des secteurs privilégiés au detri-
ment de secteur a forte SER mais dont la probabilité d’étre éclairé par I’onde incidente
reste trés faible,

— soiten envisageant des formes “appropriées”, I’avion furtif américain F117 en est I’exemple
type.

Lorsque les limites géométriques sont atteintes, le concepteur peut alors mettre en oeuvre

des solutions matériaux pour recouvrir ou réaliser des stuctures absorbantes. Il s’agit alors
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de matériaux passifs dont les parametres radioélectriquesont adaptés soit a la menace pres-
sentie, soit a une large bande de fréquence mais avec des performances moindres. En der-
nier recours, des solutions dites actives (la cible émet une onde venant “détruire” I’onde
incidente par interférence) sont utilisées pour decaractériser la plateforme.
Dans les deux cas, le probleme se raméne a caractériser la signature des différentes menaces
(missiles, porte-avion, avion de chasse...).

F1G. 1.2 — Maillage d’un avion pour étude de furtivite : influence de I’entrée d’air

Le probleme a d’abord eté posé dans le domaine fréquentiel : les radars travaillant en général
sur une bande de fréquence relativement étroite.

Dans le cadre de la modélisation de certains missiles, la signature est tres faible et on cherche
donc des résultats précis pour des niveaux bas. On privilégiera donc une méthode numérique
fréquentielle et trés précise. Lorsque les objets sont grands devant la longueur d’onde, on peut
utiliser une approximation dite haute fréquence des équations de Maxwell et ramener I’étude des
différentes interactions onde-structure a des phénomeénes géometriques comme pour les rayons
lumineux.

Les différentes méthodes dites asymptotiques utilisées dans I’industrie (Geometrical Theory
of Diffraction GTD, Uniform Theory of Diffraction UTD, Physical Theory of Diffraction PTD)
n’entrent pas dans le cadre de ce cours qui se limite uniquement aux méthodes dites numériques
résolvant les équations de Maxwell sans approximation.
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F1G. 1.3 — Principaux phénomeénes de diffraction

Supposons une onde plane incidente d’amplitude £ arrivant sur la cible, notons E%“//(R, 0, ¢)
le champ rétrodiffusé dans la direction (6, ¢) a la distance R de la cible, on note o (9, ¢) la SER
(Section Efficace Radar ou Surface Equivalente Radar) définie par

, 2 EMI(R,0,9)
0(6,¢) = lim 4rR* |=— =)

Cette quantité est homogeéne a une surface et correspond a la surface dont il faudrait disposer
si elle diffusait de fagon isotrope dans tout I’espace pour renvoyer un écho de méme puissance
que celui effectivement regu par le récepteur.

Au début des années 80, la méthode des Equations Intégrales est apparue et s’est imposée
dans la gamme des basses a moyennes fréquences pour le calcul de la SER de différents objets.

La méthode des Equations Intégrales sera présentée en détail au chapitre 5, nous nous conten-
terons ici d’en présenter les principales propriétés.

Le probleme de diffraction précédent est un probleme posé dans un domaine extérieur, au
sens du complémentaire d’un domaine borne (la cible), ce domaine est donc infini et se pose alors
automatiquement pour toute méthode numérique le probléme de la troncature du domaine de
calcul (on ne va pas mailler jusqu’a I’infini). Nous verrons chapitre 2 qu’une condition aux limites
de champ nul revient a générer un mur parfaitement réefléchissant, soit donc par le principe des
images une onde de méme amplitude revenant dans le domaine de calcul.

En utilisant la fonction de Green (solution élémentaire des equations de Maxwell), on peut
par produit de convolution représenter la solution de tout probléme de diffraction posé en milieu
homogeéne par une intégrale définie sur la surface de I’objet diffractant et fonction uniquement
de traces (ou limites) des champs solutions sur I’objet. Cette représentation intégrale permet de
prendre en compte directement le comportement a I’infini de la solution, ce qui permet de lever
le probléme de troncature précédent. La détermination des traces des champs solutions se fait
en résolvant un probléme aux limites posé sur la surface de I’objet diffractant, c’est I’équation
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intégrale. On peut mettre cette équation sous forme variationnelle en suivant les techniques
habituelles utilisées pour les problemes élliptiques et utiliser une méthode d’éléments finis pour
obtenir un systéme linéaire a résoudre.

Par conservation des ennuis (il n’y a pas de miracle!!), si on s’est certes ramené a un pro-
bléeme posé sur des surfaces et non plus des volumes donc générant moins d’inconnues, le sys-
teme linéaire obtenu n’est plus creux comme pour une EDP résolue par une méthode d’éléments
finis usuelle mais compléetement plein. La limitation en terme de taille de probleme traité provient
de cette caractéristique : si on choisit une méthode de résolution directe comme une methode de
Gauss il faut stocker la matrice (ce qui n’est plus trop un probleme dorénavant vu le faible prix
des disques) et surtout I’algorithme de résolution est en nombre d’inconnues au cube.

Calculons I’ordre de grandeur des problemes. La taille d’un probleme dépend de la surface de
I’objet considéreé en terme de longueurs d’onde. En effet, la solution fréquentielle est oscillante
et s’exprime en terme de e*** avec & le nombre d’onde fonction de la fréquence. Pour décrire une
fonction sinusoidale, il faut au minimum disposer de 5 points par longueur d’onde. Supposons
que nous maillons la surface S de I’objet en triangle rectangle isocéle de coté h, le nombre
d’éléments triangulaires Nel est donné par

2

h
— Nel * —
S 61*2

La taille maximum des arétes étant v/2h, nous avons la relation :

)\2

o2h? =
25

ou A est la longueur d’onde. En électromagnetisme, pour un objet meétallique les inconnues sont
positionnées au milieu des arétes, nous avons alors asymptotiquement la dépendance suivante :

Ninc = §Nel

2
donc g
Ninc = 15()?

La longueur d’onde étant inversement proportionnelle a la fréquence du calcul, on voit immédia-
tement que le colt en temps de calcul de la résolution est proportionnel a la puissance sixieme
de la frequence. Donc multiplier par 2 la fréquence induit une multiplication par 64 du temps de
calcul pour une fréquence ! !'!

Quelques chiffres permettent de mesurer I’ampleur du potentiel de la méthode intégrale et de
ses évolutions récentes (en particulier I’introduction des méthodes multipdles que nous présen-
terons au chapitre 6) :

— Méthode intégrale sur station de travail : taille des problemes traités : 10 000 inconnues

années 80
— Méthode intégrale paralléle sur super calculateurs : taille des problemes traités :100 000
inconnues années 90
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— Méthode intégrale + Fast Multipole Method (FMM) : taille des problémes traités : 1 000 000
inconnues fin des années 90
— Méthode intégrale + FMM + parallélisme : taille des problemes traités : 40 000 000 incon-
nues années 2000
15000 inconnues correspond a des surfaces de I’ordre de 100\ donc des objets n’excédant
par 10\ d’envergure. 1 500 000 inconnues correspond a des surfaces de I’ordre de 10 000\? donc
des objets n’excédant par 100 d’envergure. A 300M H z, la longueur d’onde est d’1m, les objets
accessibles pour la méthode intégrale classique non parallele sont de I’ordre de 10m? et passent
avec la méthode FMM a 100m2. Pour fixer les idées, un missile de croisiere a par exemple une
surface de I’ordre de 10 m?2. On peut donc parler de véritable révolution puisque I’on a gagné au
moins un facteur 10 soit sur la dimension caractéristique des objets traités a fréquence fixe soit
sur la fréquence maximum possible pour des objets de taille fixe. Nous aborderons au chapitre 6
la méthode FMM et les perspectives actuelles des méthodes numériques, en particulier I’utilisa-
tion de méthodes intégrales temporelles qui peuvent permettre d’obtenir le calcul de la SER sur
toute la bande de fréquence. Les figures (1.4) et (1.5) présentent les traces des champs électro-
magnétiques, pour une structure diffractante représentant une entrée d’air sur un fuselage, issues
d’un calcul FMM comportant plus d’1 million d’inconnues, les oscillations sont caractéristiques
de la longueur d’onde (le fuselage & une longueur d’environ 70\) ce qui illustre I’apport de la
méthode FMM.

Fi1G. 1.4 — Entrée d’air sur fuselage

1.4.2 Lacompatibilité electromagnétique

La Compatibilité ElectroMagnétique caractérise « I’aptitude d’un dispositif, d’un appareil
ou d’un systéme a fonctionner dans son environnement électromagnétique de facon satisfaisante
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z” u(m“ il ~nl|f!lllnulki

F1G. 1.5 — Entrée d’air sur fuselage : détail

sans produire lui-méme de perturbations électromagnétiques de nature a créer des troubles graves
dans le fonctionnement des appareils ou des systemes situés dans son environnement».

Des expériences de la vie courante qui nous rapprochent des effets corrigés par cette disci-
pline sont les suivantes : grésillements dds a la proximité d’un téléphone portable a coté d’un
téléviseur, "*fritures™” sur une ligne téléphonique.

Ces effets sont dls a la présence de sources de bruit électromagnétiques dans I’environnement
des systemes électriques et électroniques. Différentes sources de bruit sont classiquement iden-
tifiées : bruit dit industriel (environnement aéroportuaire, urbain, autoroutier, effets des radars,
appareils electroniques embarqués par les passagers d’un avion), bruit naturel (foudre), décharge
électrostatique (chargements atmosphériques, effets triboélectriques), IEMN (Impulsion Electro-
Magnétique d’origine Nucléaire).

Suivant les secteurs industriels (aéronautique, automobile, télécommunications, industrie des
jouets, ...), les préoccupations liées a la maitrise de la CEM sont de différents ordres : sécurité,
confort, respect d’une norme, impact sur les personnes...

Dans le secteur de I’aéronautique, du spatial et de la défense, plusieurs besoins ont permis
de développer cette discipline et les outils/méthodologies qui lui sont associées. Tout d’abord,
il a fallu protéger les missiles et autres lanceurs (fusées) contre des menaces de type foudre ou
IEMN (effets indirects de la foudre, illumination par I’onde électromagnétique provoquée par
I’explosion d’une bombe nucléaire (IEMN)). Dans le domaine de I’aviation, il a fallu permettre
I’emploi de plus en plus massif de calculateurs de vol électroniques et assurer le positionnement
des cables pour qu’ils communiquent.

Actuellement, plusieurs tendances de fond "“‘challengent™ a nouveau ce métier et amenent
au développement de nouveaux outils et méthodologies : utilisation de matériaux composites
dans les structures avion afin de diminuer le poids (du coup perte de I’"effet Faraday" a basses
fréquences), respect de normes environnementales pour assurer le bien-étre des personnes (dis-
tances de sécurité a respecter a coté des antennes de télécommunication), utilisation de plus en
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plus fréquente d’équipements électroniques dans les avions (suppression de commandes de vol
hydrauliques) et les automobiles (la peugeot 307 contient autant d’électronique qu’un A320 du
début des années 1980...), utilisation non contr6lée des appareils électroniques par les passagers
d’un avion, développement d’un grand nombre de normes (norme CE pour le domaine civil grand
public créée dans les années 1990).

Les solutions pour se prémunir des inconvénients associés a une non-maitrise de la CEM
existent : blindage des structures/cables par des matériaux métalliques (effet cage de Faraday),
protection hardware (filtrage ou écrétage des signaux en entrée de carte électronique par un
composant électronique), protection software (traitement logiciel du signal), ... L’enjeu industriel
est de maitriser le dimensionnement de ces protections pour aboutir au meilleur compromis codt
- poids - risque consenti. Ce compromis doit étre évalué le plus tét possible dans un cycle de
conception afin d’offrir la meilleure solution.

Pour les grands systémes, on distingue classiquement plusieurs types d’analyses de compati-
bilité electromagnétique :

— Compatibilité antennaire (fonctionnement simultané de différentes antennes)

— Compatibilité intra systeme (fonctionnement simultané d’équipements électriques/électroniques)

— Compatibilité inter systéeme (arrivée d’un avion sur un aéroport, passage d’une voiture sous

une ligne de courant)

Dans tous ces cas, pour effectuer une analyse globale sur un grand systéme, on distingue dans
le probléme trois notions qui correspondent au découpage du probleme physique global :

— Source : Elle doit étre caractérisée par ses propriétés d’émission (niveaux de champs élec-

tromagnétiques, énergie transmise, fréquence de transmission, ...)

— Mode de couplage : Les modes de couplage entre une source de perturbation et une vic-

time peuvent étre classifiés selon le type de perturbation et son support de propagation :

— Couplage par conduction : propagation d’une tension ou d’un courant sur des conduc-
teurs,

— Couplage par champ : propagation d’un champ électromagnétique dans un milieu non-
conducteur (air, autre type de matériau isolant) ou conducteur (blindage métallique).

Couplage par champ
électromagnétique

T T

—_
Source Couplage +| Equipement
de perturbation par induction v victime

F1G. 1.6 — Les différents modes de couplage

— Victime : 1l s’agit de determiner le mode de défaillance di a la perturbation (brouillage du
signal, propagation de signaux erronés, destruction de composants électroniques, ...). La
victime en CEM est I’analogie de I’oreille en acoustique, c’est elle seule qui juge du degré
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de perturbation. La complexité de la CEM provient en grande partie de la multiplicité des
types de victime (équipements électroniques de générations différentes, signaux ayant des
caractéristiques trés variées (analogiques, numériques, large spectre/spectre étroit,...)).

Fi1G. 1.8 — Composant électronique

Les problémes actuels de Compatibilité Electromagnétique sur grands systémes sont carac-
térisés par :

Un spectre de fréquence trés large bande [0 Hz - 20 GHZ],

Niveau de précision requis pas excessif (des marges et des scénarii cas-pires sont couram-
ment utilisés pour définir les dimensionnements),

Plusieurs types d’observables suivant le mode de défaillance de I’équipement victime (ten-
sion, courant, champ E, champ H, energie ElectroMagneétique, puissance P, taux d’er-
reurs...),

Lien avec des composants électroniques non linéaires (diodes, transistors),

Diversité des milieux de propagation : milieu ouvert (espace libre, chambre anéchoique),
milieu guidé/cavité (cabine avion, capot moteur, guides d’onde, chambre réverbérante).

Modélisation en CEM

Différents types de modeles sont couramment utilisés en CEM. On se limitera ici a ceux
résolvant les équations de Maxwell linéaires. Pour certains composants, des modeles de type
Maxwell-Lorentz ou mécanique quantique sont aussi utilisés. Pour simplifier la classification, on
peut distinguer différents régimes harmoniques (Basse Fréquence, Moyenne Fréquence, Haute
Fréquence). Les modéles que nous présentons seront alors plus ou moins adaptés (critere d’adé-
quation par rapport a la réalité physique) et performants (critére de vitesse de convergence de
I’algorithme associé) suivant la bande de fréquence.

Séparation de la bande de fréquence

En Basse Fréquence (dimensions du systeme « A,,;,,), On peut considérer un régime quasi-
statique. Ce modele ne tient pas compte d’effets géométriques liés a la propagation (dimensions
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du systéme, distance). Le modeéle utilisé est un modele de Kirchhoff, le systeme peut alors étre re-
présenté par des éléments électriques. La résolution du probléme revient a chercher les solutions
d’un circuit électrique.

<™ Champ Electromagnétique

ZONE MOYENNE ZONE HAUTES

FREGUENCE FREGUENCES
ZONE BASSE FREQUENCE Recoupement de Forte densité de
Existence de Modes Simples Modes modes

~V

Fréquence

Fi1G. 1.9 — Différents regimes sur la bande de fréequence

Pour les problemes de cablage en Basse Frequence et en Moyenne Fréquence, on considere la
théorie des lignes de transmission (mode guidé, ondes TM - TEM, dimensions transversales «
Amin)- ON représente alors une propagation longitudinale dans le cablage.

Pour des structures quelconques, il n’existe pas de méthode genérale efficace a trés basse et
tres haute frequence en méme temps. Dans le domaine aéronautique, pour représenter les effets
dis a la foudre et aux agressions radar, la principale methode utilisée au niveau des structures
est la méthode FDTD (Finite Difference in Time Domain) que nous présenterons en détail au
chapitre 4. Elle permet en effet de couvrir un large spectre de fréquence (de quelques kHz a
plusieurs centaines de MHz) pour un codt de calcul relativement faible (une journée/un week-
end sur une machine paralléle). Rappellons ici ses principales caractéristiques.

On utilise la méthode des Différences Finies en temps et en espace sur le systeme de Maxwell
écrit dans le domaine temporel. Le schéma numérique utilisé le plus fréquemment est un schéma
explicite décalé en temps et en espace pour les champs E et H. La discrétisation des opérateurs
est centrée en temps et en espace ce qui permet d’obtenir I’ordre 2 en temps et en espace. Le
schéma numérique conserve la propriété de conservation de I’énergie comme pour le probléme
continu. On subdivise donc le domaine de calcul en cubes réguliers ce qui présente I’intérét de ne
pas avoir a stocker le maillage mais qui a I’inconvenient d’approcher les domaines courbes par
des marches d’escalier. Le schéma en temps est explicite, il n’y a aucune inversion de systeme
linéaire a effectuer, en revanche comme souvent la stabilité n’est assurée que sous une condition
dite CFL reliant le pas de discrétisation en temps au pas de discrétisation en espace. La méthode
se parallélise facilement et la figure (1.10) illustre les progreés effectués en moins de 15 ans :
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Modéle : A340 Modéle : Différences Finies A380
Meathode : Différences Finies Méthode : Différences Finies
Année : 1990 Année : 2004

Taille : 500 000 mailles Taille : 100 millions de mailles
Performance calcul : Performance calcul :

Station : 1 ushtération Station : 0,1 psAtération

Machine paraliéle : 0,02 psiitération

Fic. 1.10 — Evolution des modéles différences finies

Pour décrire des phénomenes trés Haute Fréguence, on doit prendre un pas de temps treés
petit, pour décrire des phénomenes tres Basse Frequence on doit effectuer une durée de simula-
tion longue. Donc un petit pas de temps pour une grande duree de simulation signifie beaucoup
d’itérations (donc c’est trés colteux en terme de temps de calcul) et nous verrons au chapitre
4 que la dispersion numérique présente dans les principales méthodes numériques temporelles
utilisées dans le monde industriel génére des erreurs de plus en plus fortes a mesure que la durée
de simulation augmente.

Les méthodes Haute Fréquence ne sont pas encore développées d’un point de vue industriel
pour les applications CEM car si le besoin est apparu dans les années 90, une approche macro-
modele est encore utilisée. Les modeles classiques, qui ne seront pas développés dans ce cours
font appel aux résultats asymptotiques (optique géometrique, optique physique, ...). Cependant,
les équipements fonctionnant avec des fréquences toujours plus hautes aménent a penser que
c’est une voie d’avenir de la modélisation en CEM.

Réalisations concrétes et utilisations actuelles de la Modélisation dans le secteur aéro-
nautique

Voici quelques illustrations de I’utilisation des méthodes numériques en CEM :

— Définition d’essais foudre de certification d’un avion (figure 1.11)

— Gestion de la diversité dans le milieu automobile

— Conception d’une carte électronique pour respecter des niveaux d’émission (figure 1.12)

Perspectives

L’enjeu actuel de la modélisation ne concerne plus désormais le développement et I’amé-
lioration des méthodes mais leur industrialisation (temps passé par I’ingénieur pour réaliser son
modeéle numérique, le valider, positionner ses cables, ses fentes, ergonomie pour visualiser 100
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Fi1G. 1.12 — Modélisation par éléments finis de carte et composant électroniques

millions de maille, etc..) et le couplage multi-échelles. En effet il est illusoire de décrire les struc-
tures tridimensionnelles avec le pas caractéristique des équipements et des composants. La prise
en compte des incertitudes sur les données d’entrée, les modeles ... dans la chaine de modélisa-
tion est I’enjeu qui permettra en calculant mieux les probabilités de défaillance de diminuer les
colts par la diminution des marges de sécurité. 1l faut toutefois garder les macro-modeles pour
conserver un lien avec les échelles usuelles pour permettre I’analyse des résultats.

1.4.3 Les antennes

L’antenne est I’élement final de la chaine de fonctionnement des systemes qui permet la
communication avec le monde extérieur, gqu’elle soit en émission ou en réception. Plusieurs pro-
blématiques essentielles nécessitent un besoin en simulation numérique :

— La conception et le dimensionnement de I’élément rayonnant en fonction des différentes
missions : antenne d’émission trés directive et a bande de fréequence étroite (poursuite
radar), antenne de réception a diagramme trés ouvert pour assurer la communication sol
ou avec satellite (navigation, aide a I’atterrissage).

Les principaux criteres a assurer concernent :

— un faible niveau des lobes secondaires, porteurs d’informations qui peuvent induire en
erreur le calculateur associé s’ils sont trop élevés,

— le gain de I’antenne qui caractérise le bilan de liaison, c’est a dire la puissance effec-
tivement rayonnée par I’antenne dans la direction d’intérét par rapport a la puissance
fournie,
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— le radome qui doit assurer simultanément une protection mécanique de I’antenne et étre
transparent aux fréquences de travail pour assurer les performances nominales de I’an-
tenne (minimiser le Taux d’Ondes Stationnaires caractérisant les ondes réfléchies par le
radéme, ne pas modifier le diagramme de rayonnement)

— I’impédance d’antenne qui doit étre la plus proche possible de I’impédance du circuit
éléctronique qui lui est raccordé pour éviter la désadaptation

— L’implantation d’antennes sur porteur dont la mission est
— de s’assurer dans un premier temps que I’antenne implantée sur structure ne sera pas
perturbée par d’autres éléments de structure (nacelles moteur, train d’atterrissage...) et
que la fonction demandée (diagramme omnidirectionnel par exemple) est correctement
réalisée
— et dans un second temps d’optimiser ces implantations pour minimiser I’espace ou les
surfaces utilisées, ou pour ajouter de nouvelles antennes.

— Le “couplage” ou plus exactement le “découplage” entre antennes qu’il est nécessaire
d’assurer pour ne pas brouiller les communications ou le transfert d’informations entre
différents récepteurs. Dans ce cas particulier, il est important de s’assurer que I’antenne
est insensible aux perturbations générées par les antennes proches qui fonctionnent dans la
méme bande de fréquence, mais aussi a des fréquences différentes dont les harmoniques
seraient proches de la fréquence concernée (par exemple harmonique 13 d’une antenne a
120MHz (VHF) avec une antenne a 1560 MHz (GPS)). La difficulté réside dans le fait
qu’il faut modéliser les antennes hors de leur bande de fonctionnement.

En ce qui concerne la conception d’antennes, dés le milieu des années 80, la méthode in-
tégrale a été trés utilisée, en particulier la taille des éléments rayonnants étant de I’ordre de la
longueur d’onde, les modeles restaient trés raisonnablesen terme de taille et temps de calcul. Ce
domaine a bénéficié directement du développement des méthodes intégrales pour la furtivité.

L’implantation d’antennes sur porteur reste limitée a quelques centaines de MHz par mé-
thodes exactes, on utilisera une méthode asymptotique comme la GTD pour évaluer a partir de
la description fine de I’antenne dans son environnement proche la perturbation apportée par la
structure porteuse.Les figures (1.13) et (1.14) illustrent la modélisation fine par méthode inté-
grale.

La figure (1.16) illustre la mise en oeuvre d’une méthode asymptotique a base de rayons tra-
vaillant directement sur la CAO (1.15) et non pas sur un maillage de la structure.
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F1G. 1.13 — Modélisation par éléments finis d’une antenne VHF et son environnement proche

r
A

F1G. 1.14 - Visualisation des champs sur I’antenne VHF

Fi1G. 1.15 — CAO de structure type avion
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F1G. 1.16 — rayons directs, rayons réfléchis par les surfaces, rayons diffractés par les arétes

Ce couplage faible de méthodes numériques (faible car on ne prend pas en compte les effets
de la structure dans le fonctionnement propre de I’antenne) se révele souvent efficace : en effet,
la donnée observée est le diagramme de rayonnement de I’antenne, ce champ dit lointain est plus
régulier que celui au voisinage tres proche de I’antenne et donc ne nécessite pas une description
trop fine pour étre précis. La méthode FMM a permis dans ce domaine aussi de gagner un ordre
de grandeur dans la taille des problémes considéres.

En revanche, la problématique du couplage entre antennes est plus difficile car la donnée ob-
servée (le coefficient de couplage) est une donnée non moyennée et peu réguliére. Actuellement
avec la puissance informatique a disposition seule une méthodologie de couplage ou décompo-
sition de domaines peut permettre d’augmenter les fréquences étudiables.

Signalons pour conclure I’importance et la difficulté de la validation des méthodes numé-
riques. Les essais expérimentaux restent le seul moyen de validation en particulier dans la zone
des moyennes fréquences ou peu de méthodes exactes sont disponibles et ou les méthodes asymp-
totiques ne sont pas encore valides.

Page 43/275



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET APPLICATIONS INDUSTRIELLES

Page 44/275 Modelisation des phénomenes de propagation d’ondes



Chapitre 2

Analyse des problemes de propagation
d’ondes en dimension 1 d’espace

2.1 Introduction

Dans le cas monodimensionnel, I’équation des ondes sans terme source sous sa forme géne-
rale non dispersive tenant compte d’hétérogénéité s’écrit simplement :

@ )5t~ 5 (a5 ) =0

Cette équation est notamment utilisée pour modeliser la propagation des ondes le long d’une
corde : elle est aussi appelée équation des cordes vibrantes ou équation du télégraphiste. Sans en-
trer dans les détails de la modélisation, mentionnons simplement que les mouvements des points
de la corde, supposeée rectiligne au repos, sont supposés unidimensionnels et transverses. Le sca-
laire u(x, t) représente alors le déplacement (avec son signe!) du point de la corde d’abcisse x &
I’instant ¢. La présence des coefficients p et i permet de prendre en compte les propriétés de la
corde (section, densité,...) qui peuvent éventuellement varier d’un point a un autre.

Nous allons voir que, sans utiliser des outils mathématiques sophistiqueés, on peut dire beau-
coup de choses sur cette équation et ainsi appréhender facilement les principales propriétés de
I’équation des ondes. Ceci conferera a ce chapitre un caractere tres élémentaire sur le plan tech-
nique. En outre, nous ne nous préoccuperons pas toujours de la justification rigoureuse des cal-
culs que nous menerons (celle-ci est notamment possible a la lumiére des chapitres qui suivront)
et insisterons plut6t sur les résultats et les idées associés a cette modélisation.

2.2 Propriétés qualitatives de la solution du probleme de Cau-
chy

Nous considérons ici le cas ou les fonctions p(z) = p et u(x) = p sont constantes, ce qui
nous amene a I’équation des ondes 1D sur la droite réelle avec vitesse de propagation constante
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égale a

(2.2) c=\/u/p.

Nous nous intéressons a la solution du probléme de Cauchy :

w—C@:O, .TER,t>O,
(2.3) u(z,0) = up(x), r € R,
u
E(m,O) = uy(z), z e R.

Il se trouve que ce probleme peut se résoudre analytiqguement.

2.2.1 Laformule de D’Alembert
Théoreme 1. La solution » du probléme (2.3) est donnée par la formule de D’Alembert :

1

u(z,t) = {uo(x + ct) + uo(z — ct)}

2
(24) 1 x+ct

— dg.

+t o - uy(§) d§

Démonstration. Nous utiliserons le changement de variable :

E=x+4+ct n=2x—ct,

et introduisons la fonction :
U(&,n) = u(z, 1),
dont il est facile de vérifier qu’elle satisfait
0?U
=0
9Edn

Nous en déduisons qu’il existe deux fonctions d’une variable f(.) et g(.) telles que :

U(&,n) = f(n) +g(&).
En revenant a I’inconnue originale «, nous obtenons :

u(z,t) = f(x —ct) + g(x + ct).
Pour obtenir f et g nous utilisons les conditions initiales :

{ u(r,0) = up(x) = f(x) +g(x) = uo(x),

8u / ! —
o7 (@ 0) =w(r) = —c{f'(2) - ¢ (@)} = w(@).
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Nous en déduisons qu’il existe une constante A telle que :

expressions dont le résultat annoncé se déduit aisément. Le lecteur notera que, contrairement aux
fonctions f et g, la quantité f(z — ct) + g(z + ct) est indépendante de A. O

Remarque 4. Nous avons établi ci-dessus un résultat intermédiaire important qui exprime que
toute solution de I’équation des ondes homogénes

(2.5)

Pu 0%

w2 o Y

se décompose sous la forme :

u(x,t) =ut (2, t) +u (z,t)

ou :

— ut(z,t) = f(x—-ct) estune onde progressive se propageant a la vitesse ¢ dans la direction
z>0:

L
u (x4 Lt) =ut (2t — =)
c

(le graphe de x — u(x, t+71') se déduit de celui de x — w(z, t) par une simple translation
de L = (T vers la droite). Une telle solution est constante sur les droites © — ¢t =
C'te. Cette famille de droites constitue ce que I’on appelle la premiére famille de courbes
caractéristiques associée a I’équation des ondes (2.5).

- u~(x,t) = g(xz+ct) est une onde progressive se propageant a la vitesse ¢ dans la direction
x<0:

_ _ L
u (x— L, t) =u (z,t — E)

(le graphe de x — u(x, t+T') se déduit de celui de x — w(z, t) par une simple translation
de L = T vers lagauche). Une telle solution est constante le long des droites z+ct = C'te
qui constituent la seconde famille de caractéristiques de I’équation des ondes.

La formule de d’ Alembert permet d’établir un certain nombre de propriétés qualitatives de la

solution dont nous verrons que la plupart ne sont pas limitées au probléeme (2.3) (les propriétes
spécifiques a la dimension 1 seront signalées). La premiere est la propagation a vitesse finie.

Page 47/275



CHAPITRE 2. ANALYSE DES PROBLEMES DE PROPAGATION D’ONDES

2.2.2 Propagation a vitesse finie

La formule (2.4) montre que la valeur de la solution « au point = a I’instant ¢ ne dépend que
des valeurs des données initiales dans I’intervalle [x — ct, z + ct] qui est aussi la base du cone
caractéristique (ou cone de dépendance) D(x,t) issu du point (z,¢) c’est & dire le cone délimité
par les deux droites caractéristiques de I’équation des ondes qui passent par le point (x, t) (voir
figure 2.1) :

(2.6) Dia,t)={(y.s) /0<s < t, [y—a| <c(t—s)}.

On en déduit que la solution se propage a vitesse finie au sens ou, si on part de données a
support compact, la solution reste a support compact a tout instant. Plus précisément : (voir aussi
figure 2.2) :

(2.7) supp uo U supp uy C [a,b] = supp u(.,t) C [a — ct, b+ ct]

1)

D(x, t)

X-ct Xx+ct

F1G. 2.1 — Le cOne de dépendance

On voit aussi que dans le domaine
b—a
{(x,t) / t > 2—,b—ct <z <a+ct}
C

la solution est constante égale a :

(28) zmwziéwww

On en déduit qu’en tout point de I’espace, pour t assez grand, la fonction ¢ +— wu(z,t) est
constante. Plus précisement :

b—a

(2.9) t>T(a) = —

1 a+b 1
+ile= 5 = ut) = 5 [ w)dy

En particulier, la solution ne revient pas nécessairement a 0 (sauf si I’intégrale de w; est nulle) :
comme on le verra, ceci est spécifique a la dimension 1.
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Xx=a-ct Xx=a+ct
u=0
u=0 Xz 19
(X, 9
AT D(x 5 t,)
a X

Support données initiales

F1G. 2.2 — Propagation a vitesse finie

a b X

F1G. 2.3 — Structure de la solution du probleme de Cauchy.
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Pour mieux illustrer ces propriétés, nous représentons sur les figures 2.4 et 2.5 les solutions du
probleme (2.3) pour les deux jeux de données suivants :

up(z) = p(x), wi(z)=0,
(2.10) { uo(x) =0, wi(x) = ¢(x),
ou:
(2.11) o(r) = (1 —a2%)?si|z] <1, ¢(x)=0sinon.

Le mode de représentation est le suivant : sur chaque droite t = k£, k € N (ici £ < 8) nous
représentons le graphe de la fonction = — u(z, t).

FI1G. 2.4 — Solution du probléme de Cauchy - ug = ¢, u; =0

2.2.3 Reégulariteé de la solution

La formule de d’Alembert permet de lire tres facilement la régularité spatiale de la solution :
on voit que la fonction ¢ — wu(x,t) est composée de la somme d’une fonction qui a la méme
régularité que u, et d’une fonction qui est “une fois plus réguliere” que w;. Ainsi, pour & > 0
entier :

(2.12) (ug, u1) € CFL(R) x C*¥(R) = u(.,t) € C*(R),
' (ug,uy) € H*Y(R) x H¥(R) = u(.,t) € H*(R).
On dit que I’équation des ondes conserve la régularité dans la mesure ou les formules suivantes,

tirées de la formule de d’ Alembert :

ou c, , 1
) = Syl + et) — i — ) + S () + ez — ct)),

(\V]

ou c, , 1
c%(x, t) = §(u0(x + ct) + ug(x — ct)) + §(u1(x +ct) —uy(x — ct)),
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FI1G. 2.5 - Solution du probléme de Cauchy - ug = 0,u; = ¢

montrent que :

(2.13)
(G700 G(.0) € CH(R) x CHR) — (5.0 5E(.0) € CH(R) x O*(R),
(G700 5.0)) € HH(R) x HH(R) = (570 52(.0) € HYR) x H'(R)

Ce type de propriété est assez caractéristique de la famille des équations hyperboliques linéaires
a laquelle appartient I’équation des ondes. Elle situe ce type d’équation dans une position inter-
médiaire entre :

— Les equations paraboliques linéaires qui ont un effet régularisant : méme pour des données
initiales non régulieres, la solution devient trés réguliere pour ¢ > 0. Le prototype d’une
telle équation est I’équation de la chaleur.

— Les équations hyperboliques non linéaires qui peuvent introduire des singularités : méme
pour des données initiales reguliéres, la solution peut devenir singuliere en temps fini. Le
prototype d’une telle équation est I’équation de Burgers.

2.2.4 Conservation de I’énergie

Il est naturel d’associer a toute solution « de (2.5) la densité d’énergie :
1/, 0u ou
2.14 == [ |=]? 2| =) .
(2.14) e(x,t) 5 <] 5 (x,t) + ¢ ‘895‘ (x,t))

On dit que la solution « est d’énergie finie (les solutions qui ont un sens physique sont en général
d’énergie finie) dés que :

(2.15) E(t) = /Re(x,t) dr < 400,
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ou E(t) est par définition I’énergie totale de la solution. De la remarque 4, on déduit que toute
solution d’énergie finie de I’équation des ondes (2.5) est nécessairement de la forme :

u(z,t) = flz —ct) + g(z +ct), (f,9) € H'(R).
Apres avoir remarqueé que :

0
S ) =g/ +ct) = ['(x — ct)),
ou , ,
e (1) = efg @+ ct) + f'(x —et)},
on observe que (le point-clé est la disparition des doubles produits) :
(2.16) e(z,t) = {f'(x — ct)* + ¢'(x + ct)?*}.

Autrement dit, & I’instar de la solution u(x,t), la fonction e(z,t) est une quantité quadratique
en u qui, contrairement a une quantité quadratique quelcongue apparait comme la somme d’une
onde se propageant vers la droite et d’une onde se propageant vers la gauche. En particulier, on
en déduit que (invariance de I’intégrale par translation) :

(2.17) =c /{f r)*} dr  (indépendant de t).

I1'y a donc conservation de I’énergie au cours du temps. Ce résultat peut se retrouver de maniere
directe en procédant comme suit. Partant de (2.5) nous obtenons :

0%u Ou 82u ou

o2 ot "ozt

0%u Ou 0  Ou
Ea = /at“ ") dz,

— 5l 15 do),

alors que, moyennant une intégration par parties

Nous observons ensuite que :

(2.18)

([ 82_u8_ud _ 0*u Ou
“ Jooazor =< - 90t O
0, Ou
2.19 -5 ou
(219) [ G5l do
0u2
\ th{/\—\

Ainsi en ajoutant (2.18) et (2.19), on obtient :

(2.20) %{E(t)} —0.
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Remarque 5. Une conséquence de la conservation de I’énergie est un résultat d’unicité : le
probléme (2.3) admet au plus une solution d’énergie finie. En effet, s’il y avait deux solutions
d’énergie finie, par linéarité de I’équation des ondes, la différence entre les deux solutions se-
rait une solution « d’énergie finie associée a des données initiales nulles. La conservation de
I’énergie entraine alors que I’énergie de « est identiquement nulle a tout instant. On en déduit
aisement que u est constante en temps et en espace et par conséquent nulle (puisque nulle a
t = 0).

Remarque 6. La formule (2.16) montre que la densité d’énergie vérifie I’équation des ondes :
e ,0%
_— C _
ot? ox?
propriété qu’il est difficile d’établir directement a partir de la seule équation des ondes véri-

fiee par u. Cette propriété est du reste specifique au cas de la dimension 1, contrairement a la
conservation de I’énergie totale. Comme un petit calcul montre que :

=0,

Oe 0 Ouodu
~(2,0) = ?—(——)(x,0
5 (1.0) = & (520 (2,0),
il s’ensuit que si les données initiales u, et u; sont & support dans I’intervalle [a, b], on a

Oe
/Ra(x,()) dr =0,

ce qui permet de retrouver le fait que e(z, t) est nulle dans la région :
b—a
{(x,t) / t > Q—,b—ct <z <a+ct}
C

région dans laquelle u(x, t) est constante (voir (2.8) et (2.9)).

Pour terminer avec I’énergie, montrons comment on peut retrouver le résultat de propagation
a vitesse finie a partir de considérations énergetiques. Repartons de I’identité

Pudu  ,0%udu 0

- — C _— =

ot? ot 0x? Ot ’
que nous écrivons a I’instant ¢ et intégrons en espace entre b + ct et +oo ou b désigne la borne
supérieure du support des données initiales. Nous avons tout d’abord :

9%y ou 1, [T 0 ou 9
| GEenGend =g S5 r ),

alors que par ailleurs une intégration par parties donne :

+oo 52u u c? “+oo 0 ou
— 2 P — B = — o B 2
¢ /bm @@ de =5 | S @) d
ou ou
2_ _—
+c at(b—l—ct,t)ax(b—i-ct,t).
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Aprés sommation, nous obtenons :

%(H et,) 2% (b + b, 1) = 0.

% de
2.21 — 2
(2.21) /b (x,t) dx + ¢ e

+ct (9

Or, on a la formule bien connue :

/+oo%(x t) dx = i/+ooe(x t) dx+ ce(b+ ct,t)
b+ct ot ’ dt b+ct 7 n

qui, combinée avec (2.21), nous donne :

+o0o
4 / e(x,t) de = —c (e(b +ct,t) + c%(b + ct, t)%(b + ct, t))
dt J, ot

+ct ox

=—c |%(b+ct,t} +c%(b+ct,t}\2.

Il s’ensuit que la fonction positive :

tr—>F(t):/+ooe(x,t) dx

+ct

est décroissante. Or, comme les données initiales sont & support dans [a, b],

+o0
F(0) = / e(x,0) de =0,
b
ce qui entraine que F'(¢) = 0 pour tout ¢ > 0, et donc que :
e(x,t) =0 pourx > b+ ct.

On en déduit que la fonction wu(z,t) est constante dans la région = > b + ct, et donc nulle
puisque ug I’est pour = > b. De fagon analogue, on peut établir que u(z,t) est nulle dans la
région x < a — ct. La propriété de propagation a vitesse finie est alors demontrée.

2.3 Ondes planes harmoniques et analyse de Fourier

2.3.1 Notion d’onde harmonique

Introduisons tout d’abord la notion d’onde plane harmonique (cette terminologie a surtout du
sens en dimension supérieure ; en dimension 1, le terme onde plane est superflu - onde harmo-
nique suffirait). Par définition, c’est une fonction de la forme :

(2.22) u(z,t) = expi(wt — kz), (k,w) € R
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Remarque 7. Contrairement a ce que nous avons implicitement fait jusqu’ici nous avons intro-
duit une solution a valeurs complexes. L’équation des ondes étant a coefficients réels, il est clair
qu’a partir d’une solution « a valeurs complexes, on obtient des solutions a valeurs réelles en
considérant Re u ou Zm u.

Remarque 8. On constate que, en tout point :
lu(z,t)] = 1.

On dit que u(z, t) est une onde d’amplitude 1. Bien sdr, si la fonction « donnée par (2.22) est
solution de I’équation des ondes, par linéarité de celle-ci, il en sera de méme de la fonction :

u(z,t) = A expi(wt — kx)

ou A désigne un nombre complexe quelcongue. On dit qu’on a affaire a une onde d’amplitude
A. En particulier :
u(z, )] = [A].

La fonction définie par (2.22) est oscillante en temps et en espace (voir figure 2.6) et on
définit :
— k est le nombre d’onde. La solution est périodique en espace de période A = 27 /|k| : la
longueur d’onde.
— w est la pulsation (souvent abusivement appelée fréquence, la fréquence étant f (ou v)=
w/2m). La solution est périodique en temps de période 7' = 27 /w = 1/ f

15 15
A A=cT T

1.0 1.07

0.5 0.57

0.0 X 0.0 t
-0.51 -0.57 \/ \/ \/
-1.0 1 -1.07
-15 I I I I I I -15 I I I I I I

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FI1G. 2.6 — Longueur d’onde et période
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En écrivant que :
i w
u(z,t) = expiw ( V), ’

on voit qu’il s’agit d’une “onde” se propageant a la vitesse (dite vitesse de phase) :

Pour que (2.22) soit solution de I’équation des ondes (2.5), on voit que w et k doivent satisfaire
la relation de dispersion :

(2.23) w? — 2k* = 0.

Considérant cette relation comme une équation en w ou % joue le réle de paramétre, on voit que
cette équation admet deux solutions reelles :

(2.24) w ==+ ck.

La vitesse de phase des ondes harmoniques est donc donnée par :

(2.25) V=x=c,

ce qui se traduit aussi par le fait qu’oscillations spatiales et temporelles sont reliées par :
(2.26) A=cT.

On constate que la vitesse V' ne dépend pas de k. En d’autres termes, toutes les longueurs d’onde
A se propagent a la méme vitesse : on dira que I’équation des ondes est non dispersive. C’est ce
qui fait qu’un signal de forme quelconque, que I’on peut voir via la transformation de Fourier -
nous y revenons un peu plus loin - comme la superposition de signaux harmoniques de longueurs
d’onde différentes, se propagera sans déformation (cf remarque 4).

Remarque 9. De facon générale, si on s’intéresse a une équation aux dérivées partielles linéaire
de la forme :

0o 0

2.27 L%, ~
(2.27) (5 32

Ju =0,

ou L(.,.) est un polyndme de deux variable dont on désignera par NV, le degré par rapport a la
premiere variable on peut toujours chercher des solutions de la forme (2.22) avec cette fois :

keR, weC.
On aboutit a la relation de dispersion

L(iw, —ik) =0,
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qui est une équation polyndmiale en w de degré N, dont les racines (répétées avec leur multipli-
cité) sont notées :
{wj(k)v 1 S.] < Nt}

Par définition, on dira que I’équation (2.27) est hyperbolique si et seulement si
wi(k) eR, V1<j<N,VkeR.

Ceci assure que le probléeme de Cauchy associé a (2.27) est bien posé. Si en outre les vitesses
de phase k — V;(k) = w;(k)/k sont constantes, on dit que I’équation (2.27) est non dispersive.
Dans le cas contraire, on dit qu’elle est dispersive. Nous retrouverons ces notions lorsque nous
étudierons les schémas de discrétisation de I’équation des ondes.

2.3.2 Solutions périodiques en temps, equation de Helmholtz

De maniére plus générale, on recherche les solutions périodiques en temps. En effet, dés qu’il
y a présence d’une structure diffractante les ondes planes ne sont plus solutions de I’équation des
ondes. De plus, les applications industrielles (détection radar, rayonnement de moteur) amenent
a privilégier un comportement en temps a fréquence fixe. Lorsqu’il n’y a pas de non-linéarité
dans les domaines (absence de composant electronique de type diode), I’équation des ondes est
linéaire pour la variable temps. On peut alors effectuer une transformation de Fourier ce qui
revient a considérer tout signal en temps comme somme (intégrale, voir chapitre 2) de cosinus et
sinus. On cherche donc les solutions de la forme :

u(z,t) = up(x)cos(—wt + p(z))
Il est naturel alors d’utiliser la représentation complexe, uo(x) et ¢(x) représentant respecti-
vement I’amplitude et la phase de I’onde. On recherche donc « sous la forme :
u(z,t) = Re (u(x)e ™)
avec

i(x) = up(z) @ avec ug, o fonctions réelles

Un calcul élémentaire

Tim( (a(x)e™ ") = —Re (a(x)e ™ i) = Re (afw)e ™ ~'%) = u(z,t + )

montre que la partie imaginaire de @(x)e~** correspond a la solution u(z, ¢) initiale soumise a
une simple translation dans I’origine des temps, donc la partie réelle et la partie imaginaire de
a(z)e ™" verifient I’équation des ondes. Il est immédiat alors que  Vvérifie I’équation suivante :

(2.28) ~ Y i(x) — Ad(z) = 0
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En utilisant le nombre d’onde k& = g, on obtient I’équation suivante appelée équation de
C
Helmholtz :

(2.29) —Ad(x) — kK*a(z) =0
Considérons I’équation des ondes avec second membre :

1 9%u
c? Ot?

Si on suppose que la source f(z,t) a un comportement sinusoidal en temps :

(2.30) (x,t) — Au(z,t) = f(x,t)

F(,1) = f(x)cos(wt)

en lui associant la source translatée en temps f(z)sin(—wt) on obtient pour @ I’équation de
Helmholtz avec second membre :

(2.31) —Aid(z) — K*a(x) = f(2)

Re (u(x)e™*) correspond & la solution réelle de I’équation des ondes associée a la source
f(x)cos(wt) et ITm (a(x)e~™*) correspond a la solution réelle de I’équation des ondes associée
a f(x)sin(—wt) (qui est simplement décalée dans le temps par rapport & la précédente).

Interprétons la solution de I’équation de Helmholtz (2.31) :

Soient uq et ¢ fonctions réelles de la variable d’espace telles que u(z) = uge™ avec ¢ €
| — m, «]. La solution u(z, t) s’écrit :

u(x,t) = ugcos(—wt + ¢)

ug représente donc I’amplitude de I’onde et ¢ son déphasage qui correspond a un retard du
point de vue algébrique (¢ > 0, u(z,t) esten retard sur f(x,t), » < 0, u(z,t) est en avance sur

fz,t))

Remarque 10. Le choix de la convention en temps e=“* ou e™* dans la définition de @ ne
change pas I’équation homogene (c’est a dire sans second membre) (2.29) vérifiée par @, mais
change seulement I’interprétation de la phase du résultat. Pour la convention e®*, un déphasage
positif correspond a une avance comme le montre la formule :

u(x,t) = ugcos(+wt + ¢)

En général, les mathématiciens utilisent la convention e~ et les physiciens ¢! souvent
notée e/ car i représente le courant électrique. Les solutions complexes obtenues # entre les
deux conventions sont conjuguées I’une de I’autre, donc on pourrait penser que I’arbitraire du
choix de la convention importe peu.

Il convient de se préoccuper pour tout résultat fréquentiel du choix de la convention en temps
quand :
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— on le compare avec des mesures fréquentielles (qui sont dans la convention e/« )

— on couple deux méthodes numériques fréquentielles (si elles ne sont pas dans les mémes
conventions, il convient de conjuguer un des résultats)

— on veut I’exploiter par Fourier inverse pour obtenir des résultats temporels

Remarque 11. Lorsque I’on est passé dans le domaine fréquentiel, on a perdu la notion de
conditions initiales, or elles permettaient de fixer le sens du temps. L’équation des ondes est
reversible en temps (le changement de variable t — —¢ donne la méme équation), imposer des
conditions initiales revient a dire qu’on cherche la solution suivant les temps croissants comme
dans la vraie vie. Dans I’équation de Helmholtz, prendre & ou —k revient au méme, donc si
une solution existe u(x, k), u(x, —k) sera aussi solution. Il faudra donc ajouter une condition
supplémentaire a I’équation d’Helmholtz qui jouera un role identique a celui des conditions
initiales pour I’équation des ondes pour obtenir I’unicité d’une solution. Ce sera la condition
de radiation que nous présenterons chapitre 2.

Remarque 12. Si nous mettons I’équation de Helmholtz sous forme variationnelle, nous obte-
nons le probleme suivant :

{ Chercher u € H(Q)
Jogradu.gradv — k? [yuv = [, fv Yve H(Q)

Le théoreme de Lax-Milgram qui donne un résultat d’existence et d’unicité pour les problémes
variationnels elliptiques ne peut s’appliquer pour le probleme (2.32) puisqu’il n’y a pas coer-
civité (stricte positivité) de la forme bilinéaire fﬂgr—ac)lu.gr?lv — k? [,uo. Il faudra donc
d’autres théorémes pour obtenir un tel résultat indispensable avant la mise en oeuvre de toute
meéthode numérique. En effet, réesoudre un systeme linéaire provenant d’une équation ou I’on
n’est pas assuré de I’existence ou unicité conduit dans le meilleur des cas a des Na/N (Not a
Number) ou a un crash brutal du programme (floating exception ). Le chapitre 2 présentera les
résultats mathématiques spécifiques a I’équation de Helmholtz.

(2.32)

2.3.3 Deécomposition en ondes planes harmoniques

\enons en maintenant au lien entre les ondes planes harmoniques (2.22) et le probléme de
Cauchy (2.3). Ce lien apparait aisément lorsque I’on cherche a résoudre I’équation (2.3) par
transformation de Fourier partielle en espace. On va ainsi montrer que la solution u(x, t) peut se
réécrire comme une superposition (infinie non dénombrable) d’ondes planes harmoniques. Nous
utiliserons ici la transformation de Fourier en espace & comme un outil de calcul. Celle que nous
choisissons est définie dans I’espace L' (RR) par :

(2.33) u(z) € L'(R) — (k) = Fu(k) = / u(z)e”™ dx € CO(R).

R
Rappelons simplement ici que cette transformation est inversible et que, lorsque @ est dans L*(R)
(transformation de Fourier inverse) :

1

(2.34) u(z) = o /R a(k)e™™ dk.
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A la fonction u(z, t) solution de (2.3) nous associons donc sa transformée de Fourier en x :
(2.35) a(k,t) = / u(z, t)e ™ dx, keR.
R

Pour éviter des difficultés purement techniques on se limitera au cas ou les données w et u; sont
réguliéres a support compact et ou :

(2.36) [t ay=o.
R
On pourra donc reconstruire « a partir de @ a I’aide de la formule :
1 A
(2.37) u(z,t) = — / a(k,t)e™™ dx.
27T R

A partir de la définition (2.35) et de I’éguation (2.3) on voit facilement que, pour chaque k € R,
la fonction ¢ — (k, t) est solution de I’équation differentielle ordinaire :

24 .
(2.38) pris Ak =0,

a laquelle il convient d’adjoindre les conditions initiales :

{ ik, 0) = (k).

(2.39) 2 (k,0) = i (k).

du

dt
La solution de ((2.38, 2.39)) s’obtient trés aisément :

(2.40) a(k, t) = ao(k) cos(ckt) + iy (k) Sm(z’ﬂt),
C
Par transformation de Fourier inverse nous obtenons :
1 i .
(2.41) u(z,t) = —/ <ﬂo(k‘) cos(ckt) + 11 (k) LH(CM)) e dk.
2m Jr ck

Pour faire le lien avec les ondes planes, nous pouvons réécrire (2.40) sous la forme :

a(k,t) = at(k,t) +a(k, 1),
+

(2.42) ut(k,t) = a™ (k) exp(—ickt),
ut(k,t) = a” (k) exp(ickt),
ou les fonctions complexes a™ (k) et a~ (k) sont données par :
1, A (k
a* (k) = 3iok) + 12
(243) Lo Lok
a” (k) = a(uo(k) - 17)'
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Remarque 13. Lorsque ug et u; sont a support compact, les fonctions u et @; sont tres régu-
liéres et, grace a I’hypothése (2.36), @1(0) = 0. Il s’ensuit que les fonctions a* (k) et a~ (k) sont
bien définies et régulieres.

Remarque 14. Si nous désignons par A I’opérateur defini formellement par :
A=—c—
©or
alors I’équation des ondes se réécrit formellement :
d2
@ + .AU = 0.

La transformation de Fourier diagonalise I’operateur A au sens ou I’opérateur :
A=FAF,

est un simple opérateur de multiplication :

A A A

Ai(k) = A(k) a(k), A(k) = k2.

On dit encore que la fonction ft(k) est le symbole de I’opérateur A. Ainsi, en passant de I’équa-
tion des ondes (2.5) a la famille d’équations différentielles (2.38), nous avons en quelque sorte
diagonalisé I’équation des ondes.

La formule (2.41) fait apparaitre, a chaque instant, la solution comme une superposition
(infinie et non dénombrable) de fonctions proportionnelles a :

w(k,z) = e,

On parle généralement de décomposition en modes propres (ou fonctions propres) généralisés.
En effet la fonction w(k, .) est un mode propre de I’opérateur A au sens ou :

A

Aw(k,.) = ck* w(k,.).

Toutefois, on parle de mode propre genéralisé dans la mesure ou ce mode n’est pas d’énergie
finie :

/ |w(k; z)|* dx = oo.
R

A partir de (2.37) et (2.42), nous obtenons alors

ut(z,t) = L / at(k)exp(ik(z — ct)) dk

?a(k) exp(ik(x + ct)) dk

27T]R
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Autrement dit la solution « s’écrit comme la somme de deux ondes (u* et u~, voir également
la remarque 4), chacune d’entre elles apparaissant comme la superposition (sur tous les nombres
d’onde réels k) d’ondes planes harmoniques dont les amplitudes (respectivement a* (k) /27 et
a~(k)/2m) varient avec k et sont déterminées par les données initiales (cf (2.43)). 1l faut essen-
tiellement retenir de cette observation que les ondes planes harmoniques (2.22) constituent dans
le cas d’un milieu homogene infini un systéeme fondamental de solutions (en quelque sorte une
base de solutions) a partir desquelles on peut reconstruire “n’importe quelle” solution par simple
“superposition”.

Remarque 15. On peut retrouver la formule de d’Alembert a partir de la formule (2.40). En
effet, nous pouvons écrire :
u(z,t) = u’(z,t) + u'(x,t)
avec
ul(,t) = F1a0 (1)
{ ul(,t) = F1at (1)

ou nous avons pose :

240 { W (k,t) = to(k) cos((c:t)),
: .1 . sin(ckt
' (k,t) = u1(k) .
Pour calculer v°(z, t), nous réécrivons :
(2.45) a0k, t) = 1( tg(k) exp(i(ct)k) + to(k) exp(—i(ct)k) ).

2
Rappelons ici la propriété bien connue de la transformation de Fourier vis-a-vis des opérateurs
de translation (a € R) :
(2.46) Uq(x) = u(r — a) = u,(k) = u(k) exp(—ika).

Nous utilisons alors (2.46) pour appliquer la transformation de Fourier inverse a I’égalité (2.45)
et obtenons :

1
u’(z,t) = é(uo(x + ct) + ug(x — ct)).
Pour calculer «!(x,t) nous observons que, en posant :

wie) = [ () de

— 0
nous avons p
(%1
ui(z) = %(95)7

ce qui se traduit apres transformation de Fourier par :

(k) = ikiy (k),
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et on peut écrire :

ik, 1) = o (0u(K) exp(i(ck)) — 04 () exp(~i(ch)1)).

En utilisant a nouveau la propriété (2.46), nous obtenons finalement :

1 1 x+ct
ut(z,t) = %(Ul(l‘ +ct) —vi(x —ct)) = % /xct up(§)de.
Nous terminons ce paragraphe en proposant deux exercices qui permettent de retrouver
d’autres propriétés de la solution du probléeme de Cauchy en utilisant des résultats sur la trans-
formation de Fourier.

Exercice 1. En utilisant le théoreme de Plancherel, retrouver le résultat de conservation de
I’énergie directement a partir de la formule (2.40).

Exercice 2. En utilisant le théoréme de Paley-Wiener, retrouver le résultat de propagation a
vitesse finie directement a partir de la formule (2.40).

2.3.4 Application a la stabilité L? de I’équation des ondes

L’un des intéréts de I’analyse de Fourier est qu’elle permet d’avoir vite accés a un résultat de
stabilité L? pour I’équation des ondes (et ce quelle que soit la dimension d’espace). Décomposons
la solution » du probléme de Cauchy en :

u(z,t) = u’(z,t) + u'(x,t),

ou u et u!, définies comme dans la remarque 15, sont les ondes générées respectivement par
et u;. De 2.44, nous tirons en particulier :

@ (k, )] < lao(k)l, |a'(k, t)] < t [aa(k)].

Grace au théoreme de Plancherel qui exprime, rappelons le, que la norme L? d’une fonction est
égale (a un coefficient multiplicatif prés...) a celle de sa transformée de Fourier, nous déduisons :

lu’Co e < fluollze,  Nu® (s )llze <t Jlualle,
et par conséquent, par I’inégalité triangulaire, I’inégalité de stabilité L2 :
(2.47) Ju(, )2 < Nluollzz + ¢ [[ua] 2.

Cette inégalité exprime que I’application (& ¢ > 0 fixé) qui au couple (ug, u;) fait correspondre
la solution u(., t) & I’instant ¢ (cette application est parfaitement définie pour (g, u;) régulieres
a support compact par exemple) se prolonge de maniére unique (via un argument de densité)
en une application linéaire continue de L? x L? dans lui-méme. C’est en ce sens un résultat de
stabilité (ou de continuité dans L?2). L’inégalité 2.47 est typiquement I’inégalité que I’on cher-
chera a reproduire (ou du moins un équivalent) lorsque I’on étudiera la stabilité L? d’un schéma
numerique.
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Remarque 16. Il est facile de retrouver I’inégalité 2.47 directement a partir de la formule de
d’Alembert. Toutefois, la méthode de Fourier a I’avantage de se généraliser tres aisément en
dimension supérieure.On peut aussi montrer avec la formule de d’Alembert (la méthode de Fou-
rier n’est alors plus opérante) une inégalité de stabilité analogue dans les espaces LP avec
p € [1,+o<], p # 2, & savoir :

(2.48) (., t)llze < lluollze + T |lu] Lo

Toutefois, on peut démontrer que ce type d’inégalité n’est plus vrai en dimension supérieure ou
égale a 2. On dit que, sauf en dimension 1, I’équation des ondes n’est pas bien posée dans L?

pour p # 2.

Exercice 3. Démontrer I’inegalité de stabilité L (2.48).

2.4 Equation avec second membre

2.4.1 Solution élémentaire

Le théoreme 1 est pour nous I’occasion d’une premiére incursion dans la notion de solution
élémentaire (ou fonction de Green) qui sera introduite au prochain paragraphe. Considérons la
solution u* associée aux données initiales :

{ uf(z,0) =0,

ou® .
" (0.0) = 5 (x),

ou 4¢(x) est une fonction telle que, lorsque ¢ tend vers 0 :

§° — ¢ dans D'(R).

ou D'(R) désigne I’ensemble des distributions sur R.
Par exemple :

1 . :
F(x) = 52 S |z| <e, d°(x)=0sinon.
19
Il est facile de voir sur la formule (2.4) que, lorsque e — 0, 0na:
u®(z,t) — G(x,t) presque partout
ou la fonction G(x, t) est donnée par :
Glat) =~ size [,
(249) xa - 207 . x C >C )
G(z,t) =0, si|z| > ct.

Exercice 4. Démontrer le résultat précédent.
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FI1G. 2.7 — Support de la solution élémentaire 1D

Cette fonction est, au moins formellement (le sens rigoureux sera précisé au prochain chapitre),
la solution du probléme :

9*G 82G

gz - R

BIE 8x2 0, r e R t>0,
(2.50) G(z,0) =0, z € R,

%(m,O):(F(x), z € R.

Il est alors facile de vérifier que la formule (2.4) s’écrit encore :

(2.51) (z,1) /G (x —y,t) u1(y) dy + — (/G —y,t) up(y )dy)

Cette formule est en fait générale car elle s’étend, ainsi que nous le verrons a n’importe quelle
dimension d’espace. Par définition la fonction G(x,t) est la fonction de Green ou solution élé-
mentaire de I’équation des ondes 1D (2.3).

2.4.2 Expression de la solution du probleme avec second membre

La fonction de Green sert également a représenter la solution du probleme avec second
membre :

Pu 0%

ﬁ—Cw:f, $6R7t>0,
(2.52) u(z,0) = 0. xr € R,
a—";(:p,()):o, z€R.

Nous verrons dans le chapitre qui suit que la solution de ce probléme s’écrit :

(2.53) u(z,t) = /0 /RG(m —y,t—s) f(y,s) dy ds.
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Dans notre cas particulier cette formule devient :

(2.54) u(z,t) = %//D( ) f(y,s) dy ds.

Exercice 5. : Démontrer directement la formule (2.54) en décomposant I’équation des ondes
(2.52) en la succession de deux équations de transport :

v v 7 ou n ou
ot ‘o D ot " ‘o "
v(x,0) =0, u(z,0) = 0.
et en utilisant la méthode des caractéristiques pour résoudre chagque équation de transport.

A partir de la formule (2.54), il est facile de montrer le résultat suivant, qui est la traduction
du phénomene de propagation a vitesse finie :

(2.55) supp f(.,t) Cla,b] = suppu(.,t) C[a—ct,b+ct].

On a méme le résultat plus général suivant :
(2.56)
supp f(.,t) C[a—c't,b+c't ] = supp u(.,t) C [ a — max(c, ¢*)t, b+ max(c, c*)t |.

2.4.3 Régularité de la solution

Comme dans le cas du probleme de Cauchy, nous allons nous pencher sur la question de la
régularité de la solution du probléme 1. Comme I’opérateur d’Alembertien est, comme le La-
placien, un opérateur du second ordre, il est naturel de se poser la question de savoir si, comme
dans le cas de I’équation de Laplace, on gagne “deux crans de régularité” en passant du second
membre f a la solution u. Nous allons voir que, en raison du caractere hyperbolique de I’équa-
tion des ondes, ce n’est en général pas le cas.

Nous allons commencer par établir un résultat qui exprime essentiellement que I’on gagne
un cran de régularité, typiquement

feC' R L*(R)) = u € C°(RT; H'(R)) N C*(RT; L*(R)).
Nous allons en fait établir un résultat un peu plus fort (mais dans le méme esprit) a savoir :
(2.57) feL,.RLAR)) = ue C°R"; H'(R)) N C*(RT; L*(R)).

Aussi paradoxal que ca puisse paraitre, la formule explicite n’est pas trés commode pour établir
ce type de résultat et il est plus pratique de passer par la transformation de Fourier en espace. Il
est facile de montrer que la transformée de Fourier spatiale @ (%, t) de la solution de (2.52) est
donnée par :

(2.58) ﬂ(k,t):/o Wﬂk, s) ds,
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a partir de quoi on obtient :

—

c %(k‘,t) = i/o sin(ck(t — s)) f(k,s) ds

—

5 —(k,t) = /0 cos(ck(t — s)) f(k,s) ds

En particulier, par Cauchy-Schwartz, on a les majorations :
a t
ek 0P <t [ 1P ds

du o
\E(kz,t)l2 St/ |f(k, s)|? ds.
0

Le théoréme de Plancherel permet alors d’aboutir aux estimations :

/]c%xt!de<t//]fxs]2dxds
/]—xt!degt/ /]f(x,s)]deds.
o Jr

f € Ligo(RY; L*(R)) = u € L¥(RY; H'(R)) N WH(R*; L(R)).

ce qui montre que :

Par ailleurs, a partir de la formule :

o~

g (kt+h)—cg (k,t) :i/t sin(ck(t+h —s)) f(k,s) ds

+¢/0 [sin(ck(t + h — s)) —sin(ck(t — )] f(k,s) ds

en utilisant le théoreme de Plancherel et I’inégalité (a + 0)? < 2a® + 2b, on obtient aisément
I’estimation :

t+h
/R\c%(x,t%—h)—c%(m,t)ﬁdmﬁQ/t /R|f($,s)|2dmds
t
+ 2/ / |sin(ck(t + h — s)) — sin(ck(t — s)|* | f(k, s)|* dk ds,
0 JR
a partir de quoi on deduit grace au théoreme de Lebesgue que :

fe Ll (R LR) — 2

57 € CO(R*; L*(R)).
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De facon analogue, on montre que :

Fe LB IHR) = 5 € CORMIAR)),

et (2.57) est alors démontré.

Nous allons maintenant établir grace a un contre-exemple que :
fec) (R L*(R)) n’implique pas € CO(RT; H(R)),

autrement dit on ne gagne pas deux crans de régularité en géneéral. Pour cela, considérons la
fonction f(x,t) définie par :

(2.59) flz,t) =1si|z| <c't, f(x,t)=0si]|z|> "t
ou ¢* > 0 est donné. Il est facile de voir que :

(2.60) fecy

oc

(RTL*(R)), [ ¢ Cioe(RTLE(R)), [ ¢ Coo( R H'(R)).

On peut a partir de la formule générale (2.54) obtenir I’expression explicite de la solution « du
probleme :
(i) Cas c¢* < c. Dans ce cas, la solution est donnée par :

( 1 cc*t? — x? .
u(z,t) = o ————, si [z| < ¢t
2c (c+c*)
. 1 t_ i i
@s1) u(et) = o e ATV Gy < faf <
2¢ (2 —(c¢)?)
\ U(xat) =0, si |J]| 2 ct.

Le graphe de la fonction = — wu(z,t) est donc une réunion d’arcs de parabole, comme
illustré par la figure 2.8.

F1G. 2.8 — La solution pour ¢* =0.5etc = 1.
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On peut vérifier aisément que u est continlment dérivable a travers les droites - = =+ ct et
x = £ ¢*t (également représentées sur la figure 2.8). On en déduit que u(., t) appartient a
H?(R) pour tout ¢ et méme que :

(2.62) u € C°(RT, H*(R)).

(if) Cas ¢* > c. Dans ce cas, la solution est donnée par :

( 1 cc't? — 2? .
U(:E,t) = 5. T/ Sl |J]| < c,
2¢ (c+ )
: 1 t—x])?
(2.63) u(z,t) = — ¢ w, si et < |x| < ',
2¢ (= (¢)?)
 u(z,t) =0, Si |x| > c*t.

A nouveau, cette fonction est de classe C'! et en particulier :
(2.64) u € C°(RY, H*(R)).

(iii) Cas limite ¢* = ¢. Dans ce cas, la solution est donnée par :

(2.65) wrt) = 1z

u(z,t) =0, Si |x| > ct.

(*t? — 2?), sil|z| < ct,

Cette fois, il est clair (voir figure 2.9) que la dérivée en = de « est discontinue a travers les
droites x = + ¢*t et que par conséquent :

(2.66) vt >0, u(.,t)¢ H*(R).

FI1G. 2.9 — La solution pour ¢ = ¢* = 1.

La particularité de cet exemple vient du fait que la donnée f est singuliere le long de
droites qui se trouvent coincider avec des caractéristiques de I’équation des ondes : il y a
en quelque sorte interaction entre I’équation et les singularités de la donnée.
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Exercice 6. Soit f(z,t) la fonction définie par (2.59).
1. Montrer que cette fonction vérifie bien (2.60).

2. Montrer que la solution du probleme est bien donnee suivant les cas par les formules (2.61) a
(2.65).

Il est facile de voir que, pour récupérer a coup sdr la régularité H?(R), il suffit d’accrofitre d’un
cran la régularité de f, soit en temps, soit en espace

(2.67) f € Wi (R LA(R)) ou f € Li,(R*; H'(R)) N C°(R*; L*(R)).

loc

Exercice 7. Démontrer a partir de la formule (2.58) que I’on a bien la régularité (2.62) des que
f satisfait (2.67).

2.5 Propagation dans un demi-espace : réflexion des ondes et
principe des images
Nous nous intéressons maintenant & I’équation des ondes posée dans la demi-droite x > 0

(ou R™). Cela correspond par exemple a étudier les mouvements d’une corde semi-infinie. Nous
reprenons donc les équations du probléme (2.3) dans le demi-espace R :

Pu 0%

W_C@:O’ $€R+,t>0,
(2.68) u(z,0) = ug(x), r € RT,

0

a—’Z(x,O) = uy(2), z € R

Posé tel quel, le probléme (2.68) est mal posé : il admet une infinité de solutions. Pour s’en
convaincre, il suffit de remarquer que si f(z) est une fonction réguliére de la variable réelle a
support dans le demi-espace = < 0, la fonction :

u(z,t) = f(x — ct)

est une solution de (2.68) associée aux données initiales homogenes uo(z) = uy(x) = 0. Pour
obtenir un probléme bien posé, il faut compléter (2.68) par une condition aux limites en x = 0.
Nous considérerons deux conditions aux limites classiques :

— La condition de Dirichlet homogeéne :

(2.69) u(0,t) =0, t>0.
— La condition de Neumann homogeéne :

ou
(2.70) (0,)=0, >0,
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Pour réaliser que le probléeme de non unicité est alors levé, il suffit par exemple de remarquer que
chacun des problémes (2.68, 2.69) ou (2.68, 2.70) possede la propriété de conservation de I’éner-
gie, laquelle entraine en particulier un résultat d’unicité (voir Remarque 5). Pour s’en convaincre,
nous établissons une identité d’énergie dans le demi-espace pour toute solution d’énergie finie
de (2.68). Les calculs sont presque identiques a ceux déja effectués dans la section 2.2 pour le
cas de I’espace entier. De I’équation des ondes, nous déduisons :

Pudu  ,0%udu
wa— axQ 8t O, l‘>0,t>0.

Par ailleurs :
9%u Ou 1 0, 0u
I /Wad —‘/ atlal)
— sl 5P dah
alors que
( 0%*u Ou 0*u Ou o ou
_ 2 e — — 2 - -
o™ = maras W5 01 5,00,
02 d,0u, N ou
(2.72) =3 /. at(\ ) dx +c E(O t) ax(o’t)’
du o 8u ou
\ =3 dt{ | x| dr} + 5 —(0,1) ax(ovt)‘

Si on définit I’énergie :
E(t) = / e(z,t) de < o0,
R
ou e(x, t) est toujours définie par (2.14), nous obtenons I’identité :

d 8u 0

AW} = = 2(0.4) 52(0.1).

(2.73) -

Pour conclure, il suffit de remarquer que :

ou ou
E(O’ t) 9z

On en déduit que toute solution d’énergie finie de (2.68, 2.69) ou (2.68,2.70) satisfait :

(2.69) ou (2.70) = (0,t)=0, Vt>0.

E(t)=E(0), Vt>0,

ce gque nous voulions démontrer.
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2.5.1 Le probleme de Dirichlet

Nous cherchons maintenant a calculer explicitement la solution du probleme (2.68, 2.69).
Comme on sait résoudre le probleme de Cauchy dans tout I’espace (2.3), I’idée est de ramener
la résolution du probleme (2.68, 2.69) a celle d’un probléme de type (2.3). De facon plus pre-
cise, nous allons voir que la solution de (2.68, 2.69) n’est autre que la restriction au demi-espace
x > 0 de la solution d’un probleme de Cauchy sur R a condition de prolonger adéquatement les
donnees u, et u; au demi-espace x < 0.

L’observation clé est que I’opérateur d’ Alembertien

0? y O
o2~ D
est “pair” en x, c’est a dire invariant par le changement de variable x — —z. Une conséquence
immeédiate sur le probleme de Cauchy (2.3) est la suivante (cette propriété se lit d’ailleurs sur la
formule de d’Alembert) :
— Si les données initiales uq et u; de (2.3) sont paires, & tout instant ¢ > 0 la fonction
x — u(z,t) est paire.
— Si les données initiales u et u; de (2.3) sont impaires, a tout instant ¢ > 0 la fonction
x — u(zx,t) est impaire.
Partons maintenant des données initiales «q et u; du probleme (2.68, 2.69) (elles sont seulement

définies pour = > 0) et construisons leurs prolongements “par imparité” a et a; :
(2.74) to(z) = up(x) siz >0, dug(zr)=—up(—x) siz<O0,
' U (z) =ui(z) siz>0, d(zr)=—u(—z) siz<O.

Soit @(z, t) la solution du probléme de Cauchy sur R associé aux données initiales u, et u; :

o ,0%

ﬁ_C@ZO’ xER,t>0,
(2.75) a(z,0) = p(x), z € R,
-%@ﬁﬁﬂuﬂ, z€eR.

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 2. La solution u(x, t) du probléme (2.68, 2.69) n’est autre que la restriction au demi-
espace x > 0 de la solution @(z, t) du probleme (2.75).

En effet, observons simplement que :
— u(x,t) satisfait bien sOr I’équation des ondes dans le demi-espace x > 0 (puisqu’elle la
satisfait sur R tout entier).
— AVl’instant ¢ = 0, par construction méme de u et @, on a
ou

(z,0) = up(x), E(:ﬂ, 0) = uy(x), pourz > 0.
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— Les fonctions @, et @; étant impaires, la fonction = — wu(x,t) est impaire. En particulier
(des gu’elle est continue) :
u(0,t) =0, Vit>0.

Il s’ensuit que la restriction au demi-espace x > 0 de @(x, t) est une solution du probleme (2.68,
2.69). Comme cette solution est unique (voir le début de la section 2.5), c’est bien la solution
recherchée.

Le résultat du théoreme (2) s’interpréte en terme de ce que I’on appelle le principe des images.
Désignons par x* (respectivement y ) la fonction caractéristique du demi-espace x > 0 (res-
pectivement x < 0). Nous avons :

S s a— o~ 4 ~—
Uy = Uy + Uy, Uy =X Uy, Uy =X U
~ o~ ~_ ~4+ ~ ~— o~
w =uf +ay, uf =xTu, a] =X

ou, par définition :
— (ag,u;) (prolongement de (ug, u;) par 0 dans le demi-espace = < 0) est la source réelle,
a support dans = > 0.
- (ug ,uy ) estla source image, a support dans = < 0.
Par linéarite, on a le principe de superposition :

a(z,t) = ut(x,t) + u (1),

ou

— @t est la solution du probleme de Cauchy associé aux données (ag, @) : c’est I’onde
émise par la source réelle, c’est a dire la solution qu’on observerait s’il n’y avait pas de
bord, souvent appelée onde incidente. (Attention a™ # x* )

— @~ est la solution du probléme de Cauchy associé aux données (i, , %, ) : c’est I’onde
émise par la source image, encore appelée onde réfléchie. Cette onde est celle qui est créée
par la présence du bord : on dit que le bord crée un phénomeéne de réflexion.

Bien entendu, la solution @ n’ayant de sens que pour z > 0, I’onde réfléchie n’existe qu’au
moment ou I’onde émise par la source image pénetre dans le demi-espace = > 0, ce qui corres-
pond au moment ou I’onde incidente “atteint le bord”. Pour mieux appréhender ce phénomeéne
de réflexion, considérons le cas particulier suivant :

(2.76) up =0, ug=p(r—3)

ou la fonction ¢ a été définie en (2.11). La solution du probléme est alors représentée sur la
figure 2.10. Son interprétation via le principe des images sur la figure 2.11 ou nous représentons
la fonction prolongée a(x,t), les portions de courbes situées dans le domaine “image” x < 0
étant représentées en pointillé. Le résultat s’ interpréte comme suit :

— Aux premiers instants, la source réelle émet deux ondes, une qui se propage vers la droite,
I’autre qui se propage vers la gauche. La source image fait de méme mais pendant un
certain temps, I’onde qu’elle émet reste a support dans = < 0 : pendant cet intervalle de
temps, la solution n’est pas influencée par la présence du bord. Ceci est bien entendu une
conséquence de la propriété de propagation a vitesse finie.
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— Aux instants suivants, la partie de I’onde émise par la source réelle qui se propage vers la
droite poursuit sa route sans perturbation. Celle qui se propage vers la gauche rentre dans
le milieu “invisible” x < 0 et est en quelque sorte “remplacée” par la partie de I’onde
émise par la source image qui se propage vers la droite. On dit que I’onde incidente, qui
se propageait vers la gauche, a donné naissance a une onde réféchie, se propageant vers la
droite.

— On constate enfin que la réflexion s’accompagne d’un changement de signe : on dit que la
réflexion s’effectue avec le coefficient de réflexion :

(2.77) R=-1.

Notons que, hormis le changement de signe, I’amplitude et la forme de I’onde incidente
sont conservees : ceci est cohérent avec la conservation de I’énergie.

F1G. 2.11 — Le principe des images pour le probléme de Dirichlet
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Pour le cas d’une condition de Dirichlet non homogéne, le principe des images ne s’applique
plus. Nous renvoyons le lecteur a I’exercice suivant :

Exercice 8. Résoudre explicitement le probléme suivant :

Pu 0%

W_C@:O’ $€R+,t>0,
(2.78) u(z,0) = up(x), r € RT,
%(z,O) = uy(x), r € RT.

avec la condition aux limites (la fonction ¢ étant donnée) :

(2.79) u(0,t) = g(t), t>0.

2.5.2 Le probléme de Neumann

On a également un principe des images pour le probléme (2.68, 2.70). Les idées sont ana-
logues a celles développees pour le probleme de Dirichlet et nous n’entrerons pas dans les détails.
A partir des données initiales uq et u; (définies pour x > 0), nous construisons leurs prolonge-
ments “par parité” i, et u; :

1(—z) siz <0.

(2.80) { () zzo(a:) siz >0, dp(z)

up(—z) six <0,
w1 () 1(z) siz>0, u(r)=mu

Soit u(x,t) la solution du probléme de Cauchy sur R associé aux données initiales prolongées
ug et uy :

Pu 0%

w—C@—O, xER,t>0,
(2.81) a(z,0) = ap(x), z € R,

%(w,()) = Uy (), z eR.

Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 3. La solution u(x, t) du probléme (2.68, 2.70) n’est autre que la restriction au demi-
espace x > 0 de la solution @(x, t) du probleme (2.81).

L’argumentation est essentiellement la méme que pour le théoreme 2 a ceci prés que les
données 1, et @, étant paires, la solution @ est paire en x. Des qu’elle est dérivable, elle satisfait
donc : 55

u
ax (07 t) - 07
c’est a dire la condition de Neumann en x = 0.
Le resultat du théoréme 3 s’interprete comme pour le probléme de Dirichlet en terme de

sources images, le prolongement par parité venant simplement se substituer au prolongement
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par imparité. La différence essentielle avec la condition de Dirichlet est que le phénomene de
réflexion s’effectue sans changement de signe. On dit qu’on a un coefficient de réflexion :

(2.82) R=1.

A titre d’illustration, nous avons représenté sur la figure 2.12 (voir la figure 2.13 pour I’interpré-
tation en terme du principe des images) la solution du probleme pour les données (2.76).

F1G. 2.13 — Le principe des images pour le probléme de Neumann

Pour le probleme de Neumann non homogeéne, nous renvoyons le lecteur a I’exercice suivant :
Exercice 9. Résoudre explicitement le probléme suivant :

Pu ,0%u

w—C@:O, $€R+,t>0,
(2.83) (i, 0) = 1o (), z ER,

ou

5(9&,0) = uy(z), r € RT.
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avec la condition aux limites (la fonction ¢ étant donnée) :

(2.84) %(O,t) —g(t), t>0.
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Chapitre 3

Analyse mathématique du probleme de
diffraction 3D

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’analyse mathematique du probléme de diffraction en dimension
3 en domaine fréquentielle puis en domaine temporel.

Nous avons vu dans le paragraphe 1.3.2 des solutions des équations d’ondes dans I’espace
libre : les ondes planes qui n’ont pas de termes sources et les ondes sphériques qui ont un terme
source concentré en un point. Pour prendre en compte des termes sources généraux, et pour
mieux comprendre la condition de radiation de Sommerfled, il nous faut calculer les solutions
élémentaires. Elles permettent de mieux comprendre la physique des phénomeénes et serviront de
base a la méthode des équations intégrales dans le chapitre 5. C’est I’objet du §3.2.

Nous calculons ensuite la forme générale des solutions sans second membre en dehors d’une
boule. Ce sont les solutions qui nous intéressent dans la pratique, car les termes sources que nous
considérons sont a support compact. Pour cela, nous avons besoin de quelques fonctions spé-
ciales. Nous introduisons la base des harmoniques sphériques fonctions de Bessel et de Hankel.
Elles nous permettent de calculer analytiqguement (sous forme de séries) les ondes a I’intérieur et
a I’extérieur de la sphére. Ces solutions sont tres utiles pour démontrer des resultats théoriques
d’une part et servent de référence pour valider les méthodes numériques d’autre part.

Nous passons ensuite a I’analyse mathématique du probleme de diffraction en domaine fre-
quentiel. Nous nous contentons du cas scalaire avec conditions aux limites de Dirichlet. 1l s’agit
de résoudre une EDP en domaine infini dont les solutions ne sont pas dans 2. Une formulation
variationnelle ne peut étre obtenue en intégrant dans tout I’espace. Mais la condition de radiation
de Sommerfeld et les calculs de solutions explicites a I’extérieur d’une sphere du paragraphe
3.3.3 et la relation d’impédance sur la sphere, explicite dans la base de sharmoniques sphériques,
vue au paragraphe 3.3.4 permettent de tronquer le domaine infini par une grande sphere et de
se ramener a un probléme aux limites dans un domaine borné avec conditions aux limites non-
locales sur la sphére. Nous démontrons que ce probléme Vérifie les hypotheses de I’alternative de
Fredholm et en démontrant I’unicité de la solution, nous en déduisons I’existence. Nous aurions
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pu démontrer ce résultat par la méthode d’absorption limite, nous en donnons les grandes lignes.

Les techniques qui permettent d’étudier le probléme temporel reposent sur I’utilisation du
théoreme de Hille-Yosida rappelé au paragraphe A.5.6 pour établir I’existence et unicité, lemme
de Gronwall pour obtenir des estimations d’énergie. Ces estimations serviront au chapitre 4 lors
de la discrétisation des équations d’ondes avec la méthode des différences finies en domaine
temporel. Au chapitre 5, nous évoquerons une autre approche pour I’étude des probléemes tem-
porels reposant sur la transformée de Fourier-Laplace, I’étude de problémes fréquentiels coercifs
(du fait de la fréquence complexe!) et enfin le retour en temporel grace au theoreme de Paley-
Wiener.

3.2 Solutions élémentaires

3.2.1 Solution élémentaire de I’équation de Helmholtz

Rappelons que pour un opérateur aux dérivées partielles £, linéaire et a coefficients constants
défini sur I’espace des distributions D’(IR™), on appelle solution élémentaire toute distribution £
solution de

LE =0 dans D'(R™)

L’intérét principal de cette solution élémentaire est que sous réserve que la convolution ait un
sens, u = F * f est solution de :

Lu=f dans D'(R")

En effet,
LIExf) = (LE)xf = S* f = f

linéarité de £ E solution élémentaire & élément neutre de la convolution

En ajoutant a une solution élémentaire toute solution non triviale du probleme homogeéne, on
trouve une nouvelle solution élémentaire. Pour un probleme bien pose, en imposant en plus des
conditions sur le comportement de la solution, par exemple le comportement a I’infini, condi-
tions souvent dictées par des considérations physiques, la solution élémentaire est unique. A titre
d’exemple, rappelons le théoreme fondamental de I’électrostatique : I’unique solution «nulle a
I’infini» de

~AE(z) = §(x)  dans D'(R?)

est
1

a 4 ||

E(x)

Ceci donne, par produit de convolution, I’expression du potentiel électrique V' d’une charge
ponctuelle @) positionnée a I’orgine. V' est nul a I’infini et vérifie I’équation de Poisson :

~AV = @0 dans D'(R?)

€0
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On retrouve

__Q
dmeg|z|
Remarquons aussi que I’on déduit de la solution élémentaire les solutions distributions pour

des seconds membres f contenant des dérivées (au sens des distributions) de la fonction Dirac §.
En effet, la solution de

V(z)

0
— D/ Rn
Lu axid dans D'(R")
est donnée par :
0 oFE oOF
U—E*(axi(S) = o x0 = o

Revenons a I’équation des ondes en temporel et en fréquentiel. On cherche E solution causale
de

2o
En utilisant (1.32) et (1.38), on vérifie que la transformée de Fourier en temps de F est solution
élémentaire du probleme de Helmholtz :

( i - A) E(z,t) = 8(2)5(t)  dans D'(R” x )

—(A+k)E(x,w) =6(z)  dans D'(R®)

Nous allons retrouver que la solution «physique» vérifie la condition de radiation.
L’ opérateur —(A+k?) ainsi que le second membre étant invariant par le groupe des rotations,
il est naturel de chercher une solution radiale : F(z,w) = g,(r) ou r = |z|. En écrivant le
Laplacien en coordonnées sphériques, on trouve que g,, Veérifie
L& (rg.) — k? §(x)  dans D'(R?)
———5\Ir'gw) — w = 0\T
rdr? 9 9
Comme |z|d(z) = 0%, on trouve que f = rg,, Vérifie
f"(r)+k*f(r)=0  pourr > 0.

On en déduit que :

ikr —ikr
_€

+a

T T

Bz, w) = g,(r) = ats

Remarque 17. L’expression du Laplacien en fonction de r dépend de la dimension d’espace. La
forme précédente n’est donc valable qu’en dimension 3!

Revenons dans le domaine temporel par transformation de Fourier inverse, en utilisant (1.39),

on obtient : 5 5
E(o.t) = a* (t—r/c)+a_ (t+r/c)

T J/ [\ r J/
~~ ~~

E+(z,t) E—(z,t)

10On peut multiplier & par une fonction continue ¢, le produit de distribution étant : (6, v) = (0, ) =
©(0)1(0) pour ¢ € C§°. On remarque que ¢d = 0 si ¢(0) = 0.
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Nous remarquons que E est causale alors que E~ est anti-causale. Notons I'*(¢) le support en
espace de la distribution E*(., t), I'"(¢) le support de la distribution £~ (., t) et S, la sphére de

centre 0 et de rayon r.On a:
) pourt<0

I'*(t)=1< {0} pourt=0
Se pourt >0

C’est une sphére qui existe a partir du temps 0 et qui grandit a la vitesse c.
S_. pourt <O
I'(t)=< {0} pourt=0

0 pour ¢t > 0

C’est une sphére qui existe pour les temps négatifs, et qui s’effondre a la vitesse ¢ pour disparaitre
au temps ¢ = 0. Pour visualiser I’évolution de I"~ en cours du temps, il «suffit» de passer le film

de I't a I’envers!

La solution £~ (z, t) devient causale en inversant le sens d’écoulement du temps. C’est donc
bien le choix du sens de I’écoulement du temps qui permet d’obtenir I’unicité de la solution
élémentaire de I’équation des ondes. On démontre en utilisant la définition de la dérivée au sens

des distributions que cette solution élémentaire est :
t—r/c)

B(z,t) = ——~

(z,1) 4dmr

Dans le domaine fréquentiel, la solution physique est la transformeée de Fourier de LA so-
lution temporelle. Avec notre choix de convention pour la transformation de Fourier e=** (cf

ikr
(1.31)), on obtient que a™ __ est la bonne solution élémentaire.
T
La condition de radiation (1.52) implique que a— = 0. Nous rappelons les formules de déri-

vation a connaitre :
R
grad r =

<3y

(3.1)
ol on a noté 7 = Oz et donc par composition
. ,
grad f(r) Zf(T);

=

(3.2)
Donc,
@E 1 ikr = 1 —ikr
or r) ror r)] r r
soit encore A
oF 1 ikr 1 —ikr
_:Cﬁ(ﬂc__)e +a(_ik__)e
or r)or r r

Modelisation des phénomenes de propagation d’ondes
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et

ikr o efikr
—a 1k
T T

—ikE = —atikE

En additionnant, on obtient :

o0E . I |
E—k‘E:cﬁ*O(ﬁ)—i—a *O(;)

d’ou le résultat.

Exercice 10. En notant que —(A+%?%)g,, = 0 en dehors de I’origine, et en reprenant la définition
de la dérivée au sens des distributions, vérifier que a™ = -
7

On appelle Fonction ou Noyau de Green notée G/(x, y) la fonction définie par E(x — y) avec
E solution élémentaire. Pour I’équation de Helmholtz, dans le cas tridimensionnel et avec la
convention en temps e~%*, nous avons :

eik‘x_y‘

G(z,y) = E(x—y) = P P

Nous pouvons alors donner I’expression de la solution « de I’équation de Helmholtz (3.3)
posée dans tout R3 et vérifiant la condition de radiation.

—Au—k*u=f
(3.3) r <% — zku) — 0 quand r — 400
T

Par produit de convolution, on obtient :

cikla—y]

ux)= | Gla—y)f(y)dy= /

R3 rs 4|z —y|

f(y)dy

Pour que cette expression ait un sens, on doit imposer des restrictions sur f, par exemple f €
L? (R3), c’est-a-dire f a support compact et de carré intégrable.

loc

3.2.2 Dipoles électriques et magnétiques - tenseur élémentaire

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la solution élémentaire du systeme de Max-
well en domaine fréquentiel. Nous laissons les calculs dans le domaine temporel en exercice.
Nous nous basons sur la fonction de Green G(x,y) de I’équation de Helmholtz. Comme nous
I’avons fait remarquer précédemment, le systeme de Maxwell n’est pas équivalent a 6 équations
de Helmholtz scalaires sur chacune des coordonées de E et H. En particulier, les solutions cher-
chées sont a divergence nulle et donc toutes les composantes des champs sont couplées entre
elles.
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Nous cherchons donc les 6 solutions ( Ey, H,) de

1&) —1W o Ek :
) — =
WEeQ rot H, :

qui vérifient, composante par composante, la condition de radiation (1.52) a I’infini. Ces 6 solu-
tions forment un tenseur 6 x 6 qui est le tenseur de Green du systeme de Maxwell fréquentiel.
Une fois ce tenseur obtenu, toute solution dans R? du systéme de Maxwell avec termes sources
s’obtiendra par produit de convolution.

En fait, nous n’allons pas utiliser la notation tensorielle, mais plutdt chercher les champs élec-
tromagnétiques générés par des sources ponctuelles de type courants électriques et magnétiques
positionnées en un point y quelconque :

{m(l’) = "mod(z —y)
j(r) = jod(zr —y)

En effet, ce type de sources est trés utilisé dans le milieu de I’électromagnétisme, on parle de
dipdles électriques et magnétiques. En particulier, beaucoup d’antennes ont un fonctionnement
de type dipdle électrique (comme un fil de longueur\/4 positionné sur un plan métallique) ou
dipdle magnétique (fente de longueur \/4 dans un plan métallique). Donc la connaissance de ces
solutions élémentaires est indispensable.

Dans la suite, y est fixé, et les opérateurs de dérivation agissent en z. Les vecteurs 17, et jo
sont des vecteurs qui pourront ensuite dépendre de .

En remarquant que les équations de Maxwell possédent une certaine symétrie en E et H,
cherchons d’abord I’expression des champs rayonnés par un dipdle électrique.

— = - ~
(3.4) riEEq_ “,”“0}{ - 9 dans D'(R?)
rot H +iwegE = jod(x —y)

On obtiendra les champs rayonnés par un dipéle magnétique en appliquant les transpositions
suivantes a I’expression des champs rayonnés par un dipéle électrique.

—
_ H
—

_)_E

T

(3.5)

=
S

l

— mpy

.
o

Appliguons le rotationnel a la premiere équation du systéme (3.4), multiplions la deuxieme
par iwig et sommons, nous obtenons

rot rot £ — w2eofto E = iwuojoé(x — )
~——

—k2
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Pour se ramener a I’équation de Helmholtz vectorielle, nous utilisons la relation
A= @ div — rot Tot
Or, en appliquant la divergence a I’équation d’ Ampére, nous trouvons
iwegdiv E = div (;05@ — y))
puisque la divergence d’un rotationnel est nulle. Le champ E vérifie donc

—(A+ K E = b gr?;ldiv <505(x — y)) + iwptojod(z — y)
we

Nous en déduisons I’expression du champ E en fonction des dérivées de la solution élémentaire.

—

E(ZL’,y) = =

— .. - . -
, grad div (G(z, y)jo) + iwpoG(z, y)jo
1WE(

—

' 1 — .
=1kZy [ 1+ = grad div | G(z,y)70

Le champ magnétique s’en déduit grace a I’équation de Faraday :

—

H(z,y) =

rot £ = rot (G(%?J)%)
Wy

Le champ rayonné par un dipdle magnétique se calcule de maniére analogue et sans nouveau
calcul en utilisant (3.5).

L’expression des champs électromagnétiques rayonnés par des sources dipdlaires j, et 1o
positionnées au point y est donc donnée par (3.6) :

—

. 1 — . - — -
E(x,y) = ikZ, 1+ﬁgraddlv G(z,y)go(y) — rot G(z, y)mo(y)
(3.6)

—

- . ik 1 — .
o) = ot Glaaio) + 5 (1+ 5 Bd div) Gty

Nous venons de trouver I’équivalent des ondes sphériques du cas scalaire pour le systéme de
Maxwell, ondes dip6laires. En effectuant de méme que précédemment un développement limité
au voisinage d’un point X = R loin de I’origine (R > 1) positionnée en y, en notant = un
point courant de ce voisinage et +' = x — X les coordonnées locales, on obtient en se limitant au
dipdle électrique (le cas magnétique étant identique) :

ik|z—y| ikR
e’ e -
G(z,y) = ~ kv
(z,9) Ar|lz —y|  47R
1 eik\x—y\ y_:i: ' L2

ik ezku-ac v

d, G(z,y) = (ik
grad, G(z,y) = (tk — ~
|z —y| 4|z —y| |z -y ATR
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Par suite,

PR T - P - 2 ikv-al (= 7 -
grad, div,(G(z,y)jo(y)) = grad,(grad, G(z,y) - jo(y)) ~ —k e (7 - Joly)) v

On obtient alors dans le cas du dipdle électrique le comportement lointain suivant des champs
électromagnétiques dans la direction v/ :

E(z,y) =~ ikZ, <]0 — (7 - Jjo) V) TR e’
. N\ e*R
H(z,y) ~ ik (ﬁ/\jo> R kv
En posant,
5 . cikR
EO = ZkZO <]0 — (l/ jo) ﬁ) 47TR
. cikR
Ho = ik (ﬁ/\ jo) 4R
soit :

E(z) ~ Eeki
H(z) ~ Hyeh? o

On remarque que le comportement a I’infini est localement celui d’une onde plane

EO - Zoﬁo/\ﬁ
Zoﬁo - ﬁ/\EO

Nous voyons alors apparaitre une autre condition de radiation permettant de ne conserver que les
ondes physiques, cette condition dite de Silver-Muller s’écrit :

—

r(E(r) — ZoH(r) Aé) — 0 quand r — 400

Elle déecoule directement du comportement a I’infini des champs rayonnés par des sources éle-
mentaires. 1l est facile de démontrer que les ondes planes ne Vérifient pas cette condition (a part

uniquement dans la direction vers laquelle elles se propagent) ni les ondes dipdlaires dépendant
—ikr

de I’autre solution élémentaire . Lorsque I’on résout numériquement le systeme de Max-

well en gardant les deux champs E, H, c’est cette condition qui est souvent utilisée plutét que
celle de Sommerfeld.

Remarque 18. L’expression des champs électromagneétiques rayonnés par un dipdle électrique
s’obtient classiqguement en utilisant les potentiels électriques, V' potentiel scalaire et A potentiel
vecteur. En utilisant successivement les 2 théorémes de Poincaré (les champs a divergence nulle
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dérivent d’un rotationnel et les champs a rotationnel nul dérivent d’un gradient) dans le systeme
(3.4), on obtient :

,uoﬁ = Ia) 14)
— — _—
E—iwA = —gradV

Le potentiel vecteur étant défini a un gradient pres et le potentiel scalaire a une constante pres,
on utilise classiqguement une jauge (ici celle de Lorentz en fréquence)

divA -2V =0
C

qui permet de découpler les deux potentiels, qui vérifient alors respectivement I’équation de
Helmholtz scalaire et vectorielle avec comme second membre respectif la charge électrique
source et le courant électrique source. On obtient alors directement les champs rayonnés (3.6).

3.3 Fonctions spéciales et solutions analytiques

3.3.1 Harmoniques spheéeriques

La base des harmoniques sphériques est I’équivalent pour la sphére de R? de la base (¢%),,cz,
pour le cas du cercle. Nous allons nous contenter d’en presenter les résultats les plus utiles et
renvoyer le lecteur intéressé a des ouvrages spécialises. Cette base est trés utile dans differents
domaines de la physique, tant pour démontrer des résultats théoriques que d’un point de vue
pratique, pour expliciter des solutions analytiques pour diverses EDP. Nous I’utiliserons pour
calculer quelques solutions explicites de problémes aux limites a I’intérieur et a I’extérieur de la
spheére.

Définition 1. Les harmoniques sphériques d’ordre [ sont la trace sur la sphére unité S des
polyndmes homogeénes harmoniques (i.e. a Laplacien nul) de degré [.

Citons quelques propriétes intéressantes :

Proposition 1. Les harmoniques sphériques d’ordres différents sont orthogonales pour le produit
L*(9).

Cette propriété se montre facilement en appliquant la formule de Green dans la sphére unité
a deux polyndmes harmoniques de degreés différents.

Proposition 2. Les harmoniques sphériques d’ordre [ forment un espace vectoriel de dimension
20 + 1 qu’on note H;.

Définition 2 (Opérateur de Laplace-Beltrami). Rappelons que le Laplacien s’écrit en coordon-

nées sphériques :
1 1o /(,0
A=5Rst gy ( a_>
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ou

Ao L 1o 0
ST sin2000%  smAod \O o8

Ag est appelé opérateur de Laplace-Beltrami ou Laplacien sur la sphere.

En fait, on peut définir un Laplacien surfacique pour toute surface sous réserve d’un minimum
de régularite.
Théoreme 1 (Base des harmoniques spheriques). On a les propriétés suivantes :

1. Ag est diagonalisable dans une base orthonormée de L?(S).

2. Pour tout [, H; est I’espace propre associé a la valeur propre —I(I + 1). Ainsi, L*(S) est
somme directe orthogonale des H;.

3. Notons pour tout ! € Net —/ <m <[, P/" lafonction de Legendre associee

dm
P(w) = (=)"(1 =" P(x)  pour —1<w <1

ou P, est le polyndme de Legendre de degré [. Alors la famille (Y},,)ien, —1<m< d€éfinie par

2041 (0 —m)! _ . im
Yl,mw,w:\/ R s

forme une base orthornomée de L?(S) qui diagonalise I’opérateur A :

On remarque que
l,—m — (_1)m)/l,m

Ainsi toute fonction « € L?(S) sur la sphere peut s’écrire
U = Z ul,m)/l,m
lm
la convergence étant a entendre au sens L?(S), et on a

HUH%Q(S) = Z ‘Ul,m|2
I,m

On peut développer des « beaucoup moins réguliers que L2.
C’est I’essentiel de ce qu’il suffit de connaitre sur les harmoniques sphériques dans le cadre
de ce cours.
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3.3.2 Application a la résolution explicite de I’équation de Laplace

Soit 2 I’intérieur ou I’extérieur de la sphére unité qu’on note S. On cherche u a Laplacien
nul dans 2. Pour tout r fixé, u peut se développer en harmoniques sphériques :

7“0,(,0 ZUlm m )

En utilisant I’expression du Laplacien en coordonnées sphériques, on trouve que U, ,,,(r) Vérifie
I’équation différentielle suivante :

I(1+1)

2
Up'm + ;Ul,m - Uim=0 pour > 0

qui admet pour solutions indépendantes :
l 1
T et Y

Si Q2 est I"intérieur de la sphere unite, on sélectionne la solution bornée a I’origine, i.e.

(3.7) u(r, 0, ) = Zul T Y (0, 0)
Si Q est I’extérieur de la sphére unité, on sélectionne la solution nulle a I’infini, i.e.

(3.8) u(r, 0, p) = Zulmm L (8, ©)

Les w;,, sont des coefficients a déterminer grace a la condition aux limites. Dans le cas d’un
probléme de Dirichlet :

u=u’= Zu?mY},m(Q, ©) sur S = 0N

on trouve

0
Ulm = ul,m

Dans le cas d’un probléme de Neumann :

gz _g_zglm lm

En utilisant (3.7) et (3.8), on trouve :

U = ’ pour le probléme intérieur

Um = — +m pour le probléme extérieur
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3.3.3 Fonctions de Bessel et Hankel sphériques et équation de Helmholtz

Cherchons a faire le méme calcul avec I’équation de Helmholtz
—(A+kKHu=0  dansQ
On trouve que les coefficients U, ,, sont solution de I’équation de Bessel sphérique :

2 I(l+1
Ul + ;Ul,m + <k2 — @) Um =0 pour r > 0

r2

On montre que
U (1) = bV (k) + a1 ()

M) = (—r) (ﬁ)l (5) W6 =a00)

ou

rdr T

On les appelle fonctions de Hankel sphériques de 1ére et 2éme espéce.
En raisonnant par récurrence, on montre que

avec
g = (I +m)!

™ ml(l — m)i2m

Ainsi hl(l)(r) se comporte a I’infini comme la solution élémentaire sortante :

hl(l)(r) ~ (—i)l% quand r — 400

alors que

quand r — 400

est équivalente a la solution rentrante.
Résolvons le probléme de diffraction d’une onde scalaire par une sphere (2 est I’extérieur de
la sphere unité) :

—(A+k)u = 0 dans(
u = u® surS
u Veérifie la condition de radiation de Sommerfeld

ou
w® = Z u?mYlm(Q, ©)
I,m
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3.3. FONCTIONS SPECIALES ET SOLUTIONS ANALYTIQUES

La condition de radiation permet de dire que aim = 0. En imposant la condition de Dirichlet,

u(r, 0, p) = Zulmh(1 kr)Yim(0, @) pour r > 1

Pour représenter une solution des équations de Helmholtz a I’intérieur de la sphere, il faut utiliser
les combinaisons des fonctions de Hankel sphériques bornées a I’origine :

ji(r) = Sm (n(r)

Il s’agit des fonctions de Bessel sphériques usuelles.

Indépendamment de toute condition aux limites, les calculs précédents montrent que toute
solution des équations de Helmholtz pour » > 1 et vérifiant la condition de radiation a I’infini
s’écrit sous la forme :

(3.9) u(r, 0, ) Zul mhi(kr)Y (0, ¢)

ou a partir d’ici, on note h; = hl(l) sans aucune confusion. Cette formule est connue sous le nom
de développement multipolaire.
En utilisant le comportement asymptotique des A, a I’infini, on démontre que :
ikr ikr
(& . (&
Z(_Zyul,mn,m(ea ()0) =

r r
lm

(3.10) u(r, 0, ) ~

uniformémenten (6, ).

3.3.4 Operateur d’impédance de la sphere
Calculons la dérivée normale sur la sphere :

ou ,
5 (1.0,9) =D w ki (k1)Yim (6, )
lym

Notons

Uim = ul,mhl(k)
les coefficients du développement de « sur la sphere unité S. On a ainsi, sur la sphere unité :

ou

lym

ou hk)
k ]
Zl( ) hl(k)

On vient de montrer un résultat treés important :
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Théoreme et définition 1 (Opérateur de Dirichlet-Neumann). Si u vérifie —(A + k*)u = 0
a I’extérieur de la sphére unité, ainsi que la condition de radiation a I’infini, alors la dérivée
normale de w sur la sphére unité dépend uniquement de la trace ~o(u) de u sur cette sphére S :

ou

est appelé opérateur de Dirichlet-Neumann.

On montre aussi que 7" est un opérateur linéaire continu : H'/2(S) — H~Y2(9), i.e. res-
semble a un opérateur de dérivation tangentielle d’ordre 1 puisqu’on perd un cran de régularité.
Par contre, il est non-local, i.e. T'u en un point de la sphére S dépend des valeur de « sur toute la
sphére. En effet, pour pouvoir appliquer 7', on a besoin des coefficients du développement de u
sur les harmoniques

Upp — / uVimdS
S

avant de les multiplier par z;. T est ce qu’on appelle un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1.
De plus, on montre les inégalités importantes suivantes :

Proposition 3. Pour toutv € H'/2(S), on a

—Re(Tv,v) > Clv

—Qm(Tv,v) > 0

||§{1/2(5)

oli (-, -) est le crochet de dualité H~1/2(S) x H'/2(S) (linéaire a droite, anti-linéaire a gauche).

Remarque 19. La premiere inegalité est un résultat de coercivité sur 7'. La deuxieme exprime
que I’énergie rayonnée est positive. La preuve de ce théoréme repose sur les propriétés de signe
de z; qu’on démontre en se basant sur la propriété de récurrence homographique suivante :

2

z1(k) = —(1+2) - k) =1

et le calcul explicite de z,. D’ailleurs, c’est cette méme récurrence qu’on utilise pour calculer z;

dans la pratique.

Remarque 20. Pour transposer les résultats précédents sur la sphére Si de rayon R > 0, il
suffit de remplacer z;(k) par

hj(kR
hi(kR

~—

_Lounm

Z(k,R) = k -

~—
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3.4. ETUDE DU PROBLEME FREQUENTIEL

Terminons ce paragraphe par une remarque sur I’opérateur de Dirichlet-Neumann du Lapla-
cien. Le probleme de Dirichlet intérieur (dans la boule) admet une solution unique. Il en est de
méme pour le probléeme de Dirichlet extérieur (a la boule) avec condition de potentiel nul a I’in-
fini. On peut donc introduire I’opérateur de Dirichlet intérieur T et I’opérateur de Dirichlet
extérieur 7°**, D’apres les calculs du §3.3.2, 0n a

T Y UnYim = D WimYim
I;m Ilym

et
Text ZUlm lm'_)z l+1Ulm I,m

On en déduit la propriéte inetressante suivante :

Proposition 4. Les opérateurs de Dirichlet intérieur et extérieur du Laplacien sur la sphere
vérifient I’identité remarquable suivante :

(3.11) Tint 4 ert — ]

Ou I est Iinjection canonique de H'/2(S) dans H~/2(S). T** est donc une perturbation com-
pacte de —7"",

3.4 Etude du probléme de diffraction dans le domaine fré-
guentiel

3.4.1 Panorama

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la démonstration de I’existence et unicité de la
solution du probléme de diffraction d’une onde par un obstacle borné. Nous le ferons dans le
cas scalaire pour des conditions aux limites simples. Cette déemonstration est représentative des
difficultés que I’on rencontre lors de la résolution de tout probleme de diffraction en domaine
fréquentiel, que ce soit en acoustique, en électromagnétisme ou en élastodynamique, avec des
difficultés techniques propres a chaque physique.

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme sous sa forme locale EDP. Dans un chapitre 4,
nous I’aborderons sous I’angle de I’équation intégrale associée.

Comme nous le verrons, une onde qui se propage dans un domaine extérieur, complémentaire
d’un borné, et qui vérifie les conditions de radiation, n’est pas de carré intégrable au voisinage
de I’infini, son gradient non plus. Il n’est donc pas possible d’écrire une formulation variation-
nelle en intégrant dans tout le domaine. Une premiére technique consiste a rajouter une partie
imaginaire au nombre d’onde qui devient k,, = k£ + in, n > 0. La solution fondamentale devient
exponentiellement décroissante a I’infini, et nous pouvons chercher une solution dans H*. On
montre que la forme sesquilinéaire est H!-coercive et I’existence et unicité de la solution dé-
coulent du théoréme de Lax-Milgram. Ceci pour n > 0. On démontre ensuite qu’on peut faire
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tendre 7 vers 0 et obtenir une solution du probléme initiale. C’est le principe d’absorption limite.
Nous ne développerons pas cette technique, mais en dirons quelques mots dans le paragraphe
3.4.5.

Un autre technique consiste a tronquer le domaine et écrire des conditions aux limites dites
transparentes sur I’interface de troncature, i.e. des conditions aux limites qui ne vont pas générer
des reflexions : toute onde qui arrive sur une telle interface va pouvoir «sortir» du domaine. La
solution du probléme aux limites dans le domaine tronqué est ainsi la restriction a ce domaine de
la solution du probléme dans le domaine extérieur. Cette approche permettra une approximation
par éléments finis. En effet, méme si une formulation dans tout le domaine extérieur est possible,
comment mailler un domaine infini? Nous tronquons le domaine par une sphere et profitons
du calcul de I’opérateur de Dirichlet-Neumann introduit dans le paragraphe 3.3.4 pour écrire la
condition transparente. Ceci permet d’établir le théoreme d’existence et unicité.

Dans la pratique, on preféerera tronquer le plus pres possible de I’obstacle pour diminuer
autant que possible le domaine de calcul et optimiser par conséquent le temps de calcul. Une
interface de type sphérique n’est pas toujours adaptée. Dans ce cas, la condition aux limites
transparente n’est plus simple a implémenter. De plus, pour des raisons d’efficacité numérique,
on préférera un opérateur local, alors que I’opérateur de Dirichlet-Neumann exact ne I’est pas.
On travaille avec ce que I’on appelle des conditions aux limites absorbantes. D’un point de vue
théorique, nous pouvons utiliser ce genre de conditions aux limites pour démontrer I’existence
et unicité de la solution du probleme dans le domaine tronqué. Cette fois-ci, cette solution n’est
plus la restriction de la solution dans tout le domaine extérieur. Mais on démontre que lorsque
R — oo, cette solution tend vers la solution cherchée dans tout voisinage borné de I’obstacle.
Nous ne développerons pas cette technique.

Pour terminer, signalons un autre type de problémes : la diffraction par des obstacles non-
bornés. Par un exemple, un obstacle périodique dans une ou deux directions de I’espace, un plan
ou un demi-plan infini. Ces obstacles pouvant étre localement perturbés. .. Nous ne traiterons pas
non plus ce genre de problemes dans le cadre de ce cours.

3.4.2 Le cas scalaire

Nous considérons le probléme de diffraction d’une onde acoustique incidente p™ par un
obstacle borné O de R3. Nous considérons une condition aux limites de Dirichlet, la preuve dans
le cas d’une condition de Neumann est semblable.

Considérons pour se fixer les idées une onde plane incidente

pin (.I') — eiE-f

C’est une solution de I’équation de Helmholtz dans tout I’espace. La présence de I’obstacle
va genérer une onde diffractée qui vérifie I’équation de Helmholtz, la condition de radiation et
qui est telle que I’onde totale, somme des ondes incidente et diffractée, vérifie la condition aux
limites sur le bord de I’obstacle.

On note = R3\ O le domaine extérieur, complémentaire de I’obstacle borné. C’est le
domaine dans lequel se propage I’onde. On note I' = 052 le bord du domaine.
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Le probleme peut étre énoncé de la facon suivante :

—(A+k)p = 0 dansQ
(3.12) p = 0 surl
p — p'™ vérifie la condition de radiation de Sommerfeld

p est I’onde totale. p* = p — p™ est I’onde diffractée.

3.4.3 Troncature du domaine

Nous avons vu au paragraphe 3.3.3 qu’une fonction « qui Vvérifie I’équation de Helmholtz
homogeéne a I’extérieur d’une sphere et qui vérifie la condition de radiation se comporte a I”infini
comme :

u(r7 07 ()0) ~

Toutes les dérivées radiales ont également un comportement en e” /r a Iinfini. Nous en dé-
duisons que u n’est pas dans L? a I’infini, son gradient non plus (I’élément de volume étant
r2dr sin d0d.p).

Il est donc exclu d’écrire une formulation variationnelle du probléme en intégrant dans €2 : les
intégrales ne sont pas convergentes ! Nous cherchons a tronquer le domaine §2 pour se ramener a
un probléme posé dans un domaine borné qui est équivalent au probleme (3.12).

Soit R > 0 assez grand pour que la boule By de rayon R contienne I’obstacle O. Notons Sr
la sphére de rayon R et Qi = 2N By le domaine tronqué.

Commencons par le lemme suivant, cas particulier du lemme des sauts :

Lemme 1. Soit un ouvert O coupé en deux ouverts O, et O, séparés par une interface X. Soit
u et uy deux fonctions régulieres jusqu’au bord dans O et O, respectivement. Si

—(A+KHu; =0  dans D'(O;)
Notons u la fonction qui vaut u; dans O;. On a

—(A+kEHu=0  dansD'(O)
ssi
O _ Juy
on  On

Démonstration. En testant par une fonction test o € C3°(0O), et en remarquant que v € L?(0),
on obtient :

(—(A+E)u,0) = (u,—(A+E)p)

U, = uy 6t sur X

= — [ ) Aple) + Fpla))de = > / () (Ap(e) + ) de
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ou (-, -) désigne le produit de distribution D’'(O) x C5°(O).
Notons 7i; la normale unitaire sur 3 sortante de O;. Ainsi 77y = —1i,. En intégrant par partie
dans chacun des O;, on trouve :

(—(A+E)u,¢) = —Z/ (Aui(z —l—kzuz dx—Z/(anz ’p) ds;

Z

ou

ﬁ:ﬁl [U]:Ul—UQ l

Oul _ du _ Oup
on|

on  0On
Ceci pour tout ¢ € C3°(O), d’ou le résultat. O

A I’aide de ce lemme, on peut démontrer la proposition suivante :

Proposition 5 (Probleme dans le domaine tronqué). 7" étant I’opérateur de Dirichlet-Neumann
défini dans le paragraphe 3.3.4, le probleme de diffraction (3.12) est équivalent au probleme
suivant posé dans le domaine borné :

—(A+K)pr = 0 dans Qg
(313) PrR = 0 sur

o ‘ A

o (pr —p™) = Ty(pr —p™) surSg

— la restriction a € de p solution de (3.12) est une solution de (3.13) ;
— une solution pg de (3.13) peut se prolonger en une solution de (3.12).

Démonstration. Soit p une solution du probleme (3.12). On a
(A+K)pp)=0  VoeD(Q)

et donc en particulier pour ¢ € D'(Qg). Comme le champ diffracté p* = p — p'™ vérifie la
condition de radiation, on a d’apres le théoréme 1

apSC
on

La condition de Dirichlet sur I" étant vérifiée par px, on en conclut que py est solution de (3.13).

Soit maintenant px solution du (3.13). Montrons qu’on peut la prolonger en une solution de
(3.12). Développons la trace sur la sphere S du champ diffracté p*¢ sur la base des harmoniques
sphériques :

= T(vop*°) sur Sp

1 _
Pl = ﬁ/s P*YimdSr
R
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Pour prolonger la solution, considérons le probleme de Dirichlet extérieur a la boule :

—(A+ k)P = 0 dansR*®\ Bg
P = p% surSg
P3¢ vérifie la condition de radiation de Sommerfeld

D’apres les calculs du paragraphe 3.3.3, nous pouvons expliciter P*¢

h lm“
pscre’(p Z lmhll (9,(,0)

Posons alors :
| pr dans Qg
P=9 P*+p dansR®\ By

Par construction, p et sa dérivée normale sont continues a travers Si. Le lemme 1 permet de
conclure que p est solution du probléme non tronqué. O

L’ opérateur 7" nous sert ici d’opérateur de troncature (d’ou le choix de la lettre T°).

3.4.4 Formulation variationnelle - Existence et unicité

L’ opérateur de Dirichlet-Neumann nous a servi a ramener la condition de radiation a I’infini
a distance finie ! C’est ce qui nous permet d’écrire le probléme sous forme variationnelle.

En multipliant par une fonction test C*>°(Qg) nulle sur le bord T et en intégrant par partie, on
est amené a introduire la forme sesquilinéaire suivante :

alp,q) = [ Vp-Vg—k / g — (Tyop; Y0q)
QR QR

oll 7, est I’opérateur trace sur Sg, (-, -) le produit de dualité H~/2(Sz) x H'/2(Sg), antilinéaire
par rapport a H'/2(Sg). Posons

H={pe H(Qgp) : p=0surT}

a(-, -) est définie continue sur H x H.
On définit aussi ¢ le vecteur :

in

in ap —
g:Tp —W EH I/Q(SR)
ce qui permet de définir la forme antilinéaire

L(q)=(9.709) q€H

L est définie continue sur H.
La formulation variationnelle du probleme (3.13) est donnée par :

(3.14)

{ Trouver p € H tel que :
a(p.q) =L(qg) VgeH
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Théoreme 2 (Existence et unicité). Le probleme (3.14) admet une solution unique dans H. De
plus
Iplle < CIL| &

Démonstration. Le résultat peut étre démontré gréace a I’alternative de Fredholm sous sa forme
variationnelle (cf. annexe, corollaire 1). Nous allons montrer que les hypothéses du corollaire
sont vérifiées.

Posons :

ao(p,q) = / Vp- Vg + / pq — (Tyop; Y0q)
QR QR

et

a(pq) = —<k2+1>/ p

Qr
Onaaf(-,) =ag(-,-) + ai(-,-). Grace a la proposition 3, on trouve que :
Re (ao(p, p)) = 1Pl E (o)

ao(+, -) est donc coercive. Comme Q2 est borné, d’apres le théoréme de Rellich (cf. théoréme 17
de I’annexe), I’injection canonique H'(Q2z) — L?*(Q2g) est compacte. Considérons deux suites
u, etwv, dans H qui convergent faiblement dans H : u,, — u et v, — v. La compacité implique
que ces convergence sont fortes dans L?(€2) et par suite :

a1 (U, vy) — ag(u,v) quand n — oo
Il reste @ démontrer I’unicité. Soit p € H tel que
a(p,q) =0 Vg € H

En considérant ¢ = p et en prenant la partie imaginaire, on trouve

Sm(Top, vop) = 0
ce qui implique d’apreés la proposition 3, que la trace op est nulle dans H'/2(Sg) et par suite

0
@D _ T~p =0 sur Sg
on

Ainsi, p vérifie I’équation de Helmhotz homogéne
—(A+E)p=0 Q

avec p et sa dérivée normale nulles sur la sphere. Le théoreme de Cauchy-Kowalewskaya im-
plique p = 0 dans tout 2. D’ou I’unicité de la solution. Remarquons que I’unicité découle de la
condition de radiation (au travers de la proposition 3).
En appliquant I’alternative de Fredholm, le probléme (3.14) admet une solution unique dans
H qui verifie de plus
1Pl < L[

O
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3.5. ETUDE DU PROBLEME TEMPOREL

3.4.5 Quelques remarques sur le principe d’absorption limite

Dans ce paragraphe, nous vérifions rapidement que le probléme obtenu en remplacant & par
k, = k + in avec n > 0 est coercif et est regi sous le lemme de Lax-Milgram. Nous terminons
par quelques indications sur le passage a la limite n — 0-+.

Remarquons d’abord que dans ce cas, le choix de la bonne fonction de Green

ezl:ikn\:v—y\ +ik|z—y]

G*(z,y) = _ Fnla—yl ©
(@9) dnfe —y]  © Ar|z — y|

est facile : on choisit celle qui décroit a I’infini, i.e. G* qui décroit exponentiellement. La condi-
tion de radiation de Sommerfeld est alors remplacée par une condition de décroissance du champ
et de son gradient de sorte que la formule de Green d’intégration par partie devienne valable dans
Q et permette une formulation variationnelle dans H;}(12).

On pose H = H}(Q) et

an(p,q):/ﬂvp.vq_(kn)g/gm

On remarque que :

Rea, (p, —ik,p) =n </ Vp-WH’%V/M)
Q Q

a,(-,-) est donc coercif et le probleme admet une solution unique d’apres le theoreme de Lax-
Milgram.

Il reste ensuite & montrer qu’on peut faire tendre n vers 0. Pour cela, on démontrer que la
solution est analytique par rapport a la fréquence complexe dans le demi-plan Sm > 0. Ensuite
en raisonnant par I’absurde, on montre que pour tout R assez grand, lanorme H*(25) est bornée.
Ceci permet de passer a la limite pour des fréquences réelles avec obtention d’une solution dans
H' (QpR).

3.5 Etude de I’équation des ondes scalaires en régime transi-
toire

Nous traitons dans ce chapitre I’analyse mathématique de I’equation des ondes a I’aide des
outils modernes de I’analyse fonctionnelle consacrés a I’étude des équations aux dérivées par-
tielles. Nous concentrons I’essentiel de notre présentation sur le probleme modeéle de I’équation
des ondes a coefficients variables dans R et généralisons les résultats obtenus au cas des do-
maines bornés et du systeme de Maxwell. Enfin nous abordons les propriétés de I’énergie.

Page 99/275



CHAPITRE 3. ANALYSE DU PROBLEME DE DIFFRACTION 3D

3.5.1 Le probleme modéle

Nous considerons le probléme de propagation dans tout I’espace suivant :

(

2

0“u .
pw — div (MVU) - f7

Trouver u(z,t) : RY x R* — R telle que

(z,t) € RY x RT,

(3.15) u(z,0) = ug(x), r € RV,
0
\ a—qz(:v,()):ul(:v), r e RN

Les coefficients p(z) et u(x) caractérisant le milieu de propagation sont supposés satisfaire les
hypothéses suivantes :

e p(x), u(x) mesurables,
(3.16) e0<p_<plx)<py <+oo, p.p. zeRY,
00 < pu_ <p(xr)<py <+oo, pp. zeRV
Les données du probléme sont donc, outre les coefficients p(x) et pu(x) :

e les données initiales (ug(x), ui(x)),
e le second membre f(x,t).

L’inconnue du probléme est la fonction u(zx, t).

3.5.2 Existence et unicité pour le probléme modéle

On fait entrer (3.15) dans le cadre du théoréme de Hille-Yosida en remarquant que (3.15) est
équivalent au systéeme :

( 8—1: —v =0,
(3.17) a—: - %diV(Wu) = ﬁ,
u(z,0) = ug(x),
[ v(2,0) = uy(2).

On introduit alors I’espace de Hilbert :
H = H'(RY) x L*(RY)
muni du produit scalaire, si U = (u v)' et U’ = (u/ v')'

U, U = (u,u), + (Vu, Vu'),, + (v,0),.
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Nous avons adopté la notation (produit scalaire L? a poids) :
(u,u)o = [ u(z) v'(z) a(z) dr,
V (u, v/, ) € LA(RY) x L2(RY) x L®(RY), «a >0,

ou pour simplifier les notations :

/fdxz [ fdo

Par ailleurs, nous désignerons par (.,.) le produit scalaire usuel de L?(R") ce qui correspond &
(.,.)a lorsque a(x) = 1. La norme associée au produit scalaire (., .),, sera notée ||ul|,

On notera également A, I’opérateur div (1V ) et on posera :
D(A,) = {u e H'(RY) / Au= div(uVu) € L*(R")}
que I’on munira de sa norme naturelle
lullf = [lull® + [ Vull® + [ Agul*.
On introduit alors :

D(A) - D(Au) X HI(RN)a

et on définit I’opérateur non borné surH: A: D(A) C H — H par

—v
u
= 1 ..
A ( v ) ——div (uVu)
p
Le probléme (3.17) se réécritavec U = (u v)’

dU
— +AU=F,
U(0) = U,

(3.18)

ou nous avons posé :
F=(0f/p)', Up=(u w)".
Lemme 1. L’opérateur A + \I est maximal monotone pour tout A > %

Démonstration.
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1. SiU = (u v)", notons que :
1 .
(AU, U)y = —(u,v), — (Vu,Vu), — (; div (uVu),v),.
Mais, grace a la formule de Green
1 .. .
_(; div (:uvu)7 U)p = _(dlv (:uvu)7 U)u
= (uVu, Vv) = (Vu, Vu),.
Par conséquent :
1 1
(AU Ui = ~(uw,0)y = =5 w2 =5 v [

D’autre part :
LU E=wl?+ || Va2 + v ll3,
donc .
(AU, U)g + A || U ||3> (A—Q)[ full2+1vl2],

ce qui entraine

VA> =, (AU,U)g+ A || U |%>0, VYU € D(A).

N | —

2. Lasurjectivité de A + vI,v > 0, équivaut a trouver U € D(A) solution de :
AU+ vU = F
ol F est un élément quelconque de H. Si U = (u v)' et F = (f g¢)", ceci équivaut a
—v+rvu=f, f e HY(RY),

(3.19) —% div (uVu) +vv =g, ge L*RN).

En éliminant v, nous obtenons I’équation :
1.

(3.20) — = div (uVu) + v*u = g+ vf,
p

dont la formulation variationnelle est :
(3.21) (uVu, V') + 2 (pu,u') = (p(g + vf),u'), Vo' € H(RY).

Le theoréme de Lax-Milgram permet d’affirmer que le probléme (3.21) admet bien une
solution (unique) dans H*(RY). En remontant a (3.20), on voit que div (uVu) € L*(RY)
donc que u € D(A,).

Pour remonter a (3.19), il suffit alors de poser v = vu — f qui est bien un élément de
H'(RY). Nous avons donc démontré que A + v était surjectif pour tout » > 0. Pour
conclure au caractére maximal monotone de A + A, il suffit de raisonner avec v = A 4 1.
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O

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un théoreme d’existence et d’unicité pour le
probleme (3.15) :

Théoreme 4. Avec les hypotheses :

{ (Uo,ul) - D(AM) X Hl(RN),
f € CH(R*; L*(RY)),

le probléme (3.15) admet une unique solution forte dans I’espace :
C*(RT; LA (RY)) N CYRT; HY(RY)) N CY'(RT; D(A,)).
Démonstration. Les hypothéses du théoreme équivalent a :

{ UO = (UQ Ul)t € D(A),
F=(0 f/p) €C'R*:H).

Grége au lemme 1 et au théoréme de Hille-Yosida, nous déduisons que le probleme d’évolution
(3.18) admet une unique solution forte U, dans I’espace C°(R*; D(A)) N C*(R*; H).Ona:

U= < : ) € CU(R*; D(A)) { ue O (RE DAL,

v e CORY; HI(RY)),

{ u e CHRT HY(RY)),

U ( ; ) € C'RY H) <=\, & ov R+ [2(RY)).

0 A L . :
Comme v = 8_2;’ on déduit que u € C*(R*; L*(RY)) ce qui achéve la démonstration. O

3.5.3 Geénéralisation a divers problémes d’ondes
Une équation des ondes abstraites

Formellement, I’équation des ondes (3.15) peut aussi s’écrire sous la forme abstraite :
d2
(3.22) Tk +Au="~f

avec, sans préciser pour I’instant de cadre fonctionnel (espace de Hilbert, domaine de A,...)
1.
Au = —;le(uVU), f=1f/p.

La démarche suivie au paragraphe précedent sur I’équation des ondes (3.15) se genéralise facile-
ment a une equation abstraite du type (3.22) sous reserves d’hypothéses adéquates sur I’opérateur
A.
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Nous nous donnons deux espaces de Hilbert :

‘H muni du produit scalaire (-, ) et de la norme | - |4,
V' muni du produit scalaire (-, -)y et de lanorme | - |y.

On suppose d’une part que V' est inclus dans H avec injection continue :
VCcH et |uly <Cluly, VueV,
et d’autre part que V' est dense dans . On se donne par ailleurs une forme bilinéaire sur V' :
(u,v) € VxVi—a(u,v) € R,
que I’on suppose continue et symeétrique :

<
(3.23) { IM >0 telque V(u,0) €V <V, la(u,v)| <M July |v|y,

V(u,v) €V xV, a(u,v)=av,u).
On suppose enfin que a(u, v) posséde la propriété de coercivité suivante :
(3.24) Ja>0, 3v>0 tlque YuecV, a(u,u)+v|uf,>alul}.

On peut alors définir un opérateur non borné dans H de la fagon suivante :
— Le domaine de A est défini de I’une des maniéres équivalentes suivantes :

D(A) ={uweV,3Cu) >0/ VveV, |a(u,v)] < Clu) |v|x },
={weV,dweH /| VveV, alu,v) = (w,v)y }.

Pour Vérifier I’équivalence de ces deux définitions, notons que si « appartienta D(A) au

sens de la premiére définition, alors I’application :

v — a(u,v)

est une forme linéaire sur V' qui est continue par rapport a la topologie de 7. Par densité
de V dans H, elle se prolonge donc en une forme linéaire continue sur H et le théoréme
de Riesz assure I’existence d’un vecteur w de H (unique puisque V' est dense dans H) tel

que :
Vo eV, a(uv) = (w,v),

ce qui prouve que v appartient & D(.A) au sens de la seconde définition. La réciproque est

évidente.
— L opérateur A est défini par :

Vue D(A), YveV, (Au,v)y = a(u,v),

ce qui caractérise entierement Aw par densité de V.
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Notons qu’on a la triple inclusion :
D(A) CV CH.
On remarquera enfin que, compte tenu de (3.23) et (3.24), I’application bilinéaire
(u,v) €V x Ve ((w,0))y = alu,v) + v (u,v)y

définit un produit scalaire sur V et que la norme associée ||.|| est équivalente & la norme |.|y .
Autrement dit V', muni du produit scalaire ((u, v))y est encore un espace de Hilbert .

A titre d’application, si on considére :

H=L*RY), V=HYRY),

et si on pose :
(
(w,v)y = (u,v), = / puvdr,
RN
(3.25) (u,v)y = / {uv +VuVu } dz,
RN
a(u,v) :/ uVu.Vo dz,
RN

\

alors on vérifie aisément que I’operateur A est défini par :

D(A) =D(A,) = {ue H'(RY) / Au= div(uVu) € L*(R")}

(3.26) VueD(A), Au= —% div (uVu).

Pour définir le probleme d’évolution abstrait du second ordre, nous nous donnons :
(Uo,ul) € D(A) X V, f € CO(R+7H>

Définition 1. On appelle solution forte ou solution classique du probléme d’évolution :

2

% YAu=f, t>0, (3.27)

(3.27) u(0) = wo, (3.27)9
d

d—?(o) = ui, (3.27)s

toute fonction « de la variable réelle ¢ & valeurs dans D(.A) possédant la régularité :
u € C*RT;H)NCHRY; V)N CO(RY; D(A)),

vérifiant (3.27) au sens classique c’est a dire que :
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— I’égalité (3.27), a lieu pour tout ¢ > 0, en tant qu’égalité entre éléments de I’espace H,
— I’égalité (3.27); a lieu dans V' et I’égalité (3.27), a lieu dans D(A).

Pour résoudre (3.27), I’idée est de se ramener a un probleme d’évolution du premier ordre
afin d’appliquer le théoreme de Hille-Yosida. On introduit alors I’inconnue supplémentaire :

v = (fi—?, (recherchée dans C°(R*; V)
et on formule un probleme dont la nouvelle inconnue est :
U= (u,v).
Pour cela, on introduit I’espace de Hilbert :
H=V x™H,
que I’on munit du produit scalaire ( si U = (u,v)" etU’' = (v/,0)" ) :
(U, V) = ((u,u)v + (v,0)3.

On définit alors un opérateur non borné dans H par :

{ D(A) = D(A) x V,
U= (u,v)' € D(A), AU=(-v, Au).

On pose alors :

Up = (ug,u1)' € D(A), F=(0,f)ecC'R";H),

et on introduit le probléeme d’évolution :

U av-r
(3.28) dt

Les problemes (3.27) et (3.28) sont équivalents au sens du lemme suivant (dont la preuve, évi-
dente, est ici omise).

Lemme 2. Si u est une solution classique du probléme (3.27) , alors

du
U—(U,U— E)

est une solution classique du probléme (3.28). Réciproquement si U = (u,v) est une solution
classique du probleme (3.28), u est une solution classique du probléme (3.27).
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La suite de I’analyse repose sur le résultat fondamental suivant :

B

Lemme 3. L’opérateur A + A/ est maximal monotone pour tout A > 5

Remarque 21. Pour la propriété de monotonie de opérateur A 4+ A, le fait d’avoir muni V' du
produit scalaire ((-, -))y est fondamental.

Il suffit alors d’appliquer le théoréme de Hille-Yosida et d’utiliser le lemme 2 pour démontrer
le théoréme suivant :

Théoreme 5. Si on fait I’hypothese :
(3.29) (uo,u1) € D(A) xV, fe&CYR';H),
le probleme (3.27) admet une unique solution forte :
u € C*RT;H)NCHRY; V)N CO(RY; D(A)).

Si maintenant on applique ce théoréme a I’exemple défini par (3.25) et (3.26), on vérifie
facilement qu’on retombe sur le théoréeme 4. Nous allons voir maintenant d’autres exemples
d’application qui concernent d’une part la prise en compte de conditions aux limites, d’autre part
d’autres modeéles de propagation.

Le cas de I’équation des ondes en présence d’un bord

Dans cette section, 2 désigne un ouvert de R de frontiére I' suffisamment réguliére (de
classe C' par morceaux suffit). De plus, n désigne le vecteur unitaire normal a I', sortant par
rapport a €2 et p(z) et p(z) sont deux fonctions définies dans (2 et satisfaisant les inégalités
(3.16) presque partout dans 2.

Le probléme de Dirichlet. Nous cherchons a résoudre le probleme suivant :

( Trouver u(z,t) : Q@ x Rt — R telle que

0*u . .
PoE div (uVu) = f, (z,t) € Q x R,

(3.30) u(z,0) = up(x), xr € Q,
0
a—/l;(x,()) = uy (), x €,
ulp =0, zel,t>0.

Page 107/275



CHAPITRE 3. ANALYSE DU PROBLEME DE DIFFRACTION 3D

On peut facilement voir que ce probléme entre dans le cadre de la théorie abstraite décrite au
paragraphe précédent si on pose :

(3.31)

wotu= [puvi
Q

(u,v)y = /{ uv + Vu.Vou } dz,
Q

a(u,v) = / uVu.Vo dz,
Q

D(A) = Dy(A,,Q) = {u e Hy(Q?) / Ayu= div (uVu) € L*(Q)},

Vue D(A), Au= —% div (V).

Il est alors facile de démontrer le :

Théoreme 6. Si on fait les hypotheses :

{ (Uo,ul) S D()(A/“Q) X H&(Q),
f € CY(R*; L2(Q),

le probléme (3.30) admet une unique solution forte :

w e C2(RT; L2(0)) N CH(RT; HA()) N CORY; Do(A,, ).

Le probleme de Neumann Nous cherchons maintenant a résoudre le probléme suivant :

(3.32)

( Trouver u(z,t) : Q@ x RT — R telle que
2

p% — div (uVu) = f, (x,t) € Q x RT,
(:v 0) = uo(x), x € Q,

gt

—\p 0, zel,t>0.

—U/l(x), T € Q,
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Pour faire rentrer ce probléme dans la théorie du paragraphe précédent, il suffit, par rapport au
cas du probleme de Dirichlet de remplacer H}(Q) par H*(2). On pose donc :

H=1*(Q), V=HY(Q),
i [
Q

(u,v)y = /{ uv + Vu.Vou } dz,
(3.33) @

a(u,v) = /Q,uVu.V'U dx,
D(A) =D(A,,Q) ={ue H'(Q) / Au= div (uVu) € L*(Q)},

Vue D(A), Au= —% div (uVu).

Il est alors facile de démontrer le :
Théoreme 7. Si on fait les hypotheses :

{ (Uo,ul) - D(Au, Q) X Hl(Q),
f € CY(R*; L2 (Q),

le probléme (3.32) admet une unique solution forte :
u € C*(RY; L*(Q)) N CHRT; HY(Q)) N COURY; D(A,,, Q).

Remarque 22. Dans I’exemple précédent, il faut interpréter la condition aux limites de Neu-
mann au sens : 1
(uVu) -nlp =0, dans H 2(T).

En effet, & tout instant uVu(.,t) appartient & I’espace H (div; <)) et on peut donc appliquer le
théoreme de traces dans H (div; Q2). Toutefois, si x est suffisammant réguliére au voisinage de
I, alors u est H? au voisinage de I et la condition aux limites de Neumann a alors lieu en tant
qu’égalité dans H 2 ().

Le cas ou €2 est borne : décomposition modale de la solution

Pour traiter ce cas, revenons un instant au cas du probleme abstrait et placons nous dans I’hypo-
thése ou :

(3.34) L’injection canonique de V' dans H est compacte.

Dans ce cas, I’opérateur A est un opérateur auto-adjoint a résolvante compacte. En utilisant un
résultat bien connu de la théorie spectrale, nous savons qu’il existe une suite w,,,n > 1 de D(.A)
et une suite croissante de réels \,, tendant vers +oo telle que :
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— la famille {w,,n > 1} forme une base hilbertienne de H qui est également compléte pour
V. En particulier :
(wmwm)H - 5mn7 v m,n Z 17

— la famille {w,,n > 1} diagonalise I’opérateur A :
(3.35) Aw,, = \w, <= a(w,,v) = A\ (wp,v)y, YVveV.

Pour simplifier (ce n’est pas essentiel contrairement a la propriété (3.34)), nous ferons I’hypo-
thése supplémentaire que la forme bilinéaire af(., .) est positive (ce qui est le cas dans la plupart
des applications) :

(3.36) VueV, a(u,u) >0,
ce qui entraine la positivité des valeurs propres :
Yn>1, M, >0.

Il est alors facile d’obtenir une représentation quasi-explicite de la solution du probleme d’évo-
lution abstrait. C’est ce qu’on appelle la décomposition modale, ou représentation modale de la
solution :

Théoreme 8. Si on rajoute les hypothéses (3.34) et (3.36) a I’hypothese (3.29), la solution « du
probleme (3.27) s’ecrit :

;

u(t) = 3 ua(t) w,,

(3.37) un(t) = (ug, wn)n cos(\/)\jl t) + (ug, wn)n w
sin(vA, (t = s))
| | () s

ou la série converge uniformément sur tout intervalle de temps borne dans H, V et D(A).

Démonstration. Le fait que {w,,,n > 1} soit une base hilbertienne nous permet d’écrire :

+o0

u(t) =Y (u(t), wa)w wi,

n=1

et la régularité de U entraine en particulier que ¢t — (u(t),w,) € C?*(R"). En prenant le
produit scalaire (dans H) avec w,, et en utilisant (3.35), nous tombons sur I’équation différentielle
ordinaire :

d2

ﬁ(u(t)v wn)H + )‘n(u(t)v wn)H = (f(t), wn)H~

Il est alors facile de conclure. O
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Remarque 23. Pour le cas du probléeme de Cauchy (f = 0), la formule (3.37) fait apparaitre la
solution comme la superposition (dénombrable) de fonctions périodiques du temps de périodes
respectives

27

Tn - Y
An

Cette formule est a rapprocher de la formule obtenue par transformation de Fourier dans le cas
N = 1,2 = R et p, u constants : la variable continue & est remplacée par I’indice entier n et
la fonction w(k;.) = exp ikz par w,. Ceci s’interpréte a I’aide de la théorie spectrale : dans le
cas Fourier , I’opérateur A a un spectre purement continu alors que dans le cas de la formule
(3.37), le spectre est purement discret. Notons également que w,, est ici un vrai mode propre de
I’opérateur A (il appartient au domaine de .A) alors que w(k;.) est un mode propre généralisé
(il n’appartient pas au domaine de A).

Remarque 24. Dans le cas ou on ne fait plus I’hypothese de coercivité (3.36), I’opérateur A
admet des valeurs propres négatives. L’expression (3.37) reste valable avec le nombre /), ima-
ginaire pur. Pour ces modes, la fonction «,,(t) est alors exponentiellement croissante.

Revenons maintenant aux problémes de Dirichlet et Neumann (3.30) et (3.32). Nous faisons
I’hypothése supplémentaire :

L’ouvert €2 est borné,

auquel cas il est bien connu que :
(3.38) L’injection de H'(£2) dans L*(Q2) est compacte.

On est alors dans le cadre d’application du theoreme . Introduisons la famille des fonctions
propres w? et valeurs propres A2 du probleme de Dirichlet (3.30), c’est a dire de I’opérateur A
défini par (3.31) :

n

—div(uVw?) = \pw?  dans Q,
w? =0, sur T,

ainsi que les fonctions propres w’' et valeurs propres A\ du probléme de Neumann (3.32), c’est
a dire de I’opérateur A défini par (3.33)

—div(uVw)) = A\Vpw)  dans Q,
owl

on

=0, sur I,
Nous avons alors le théoréme suivant :

Théoréme 9. Si on fait I’hypothése (3.38), les solutions respectives u” et vV des problémes
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(3.30) et (3.32) sont données par :

WP 1) = iuﬁ(t) WP (o)
WP (t) ( /Q wo(2) w2 () dx) cos(+/AD)

+ ( / u (2)w? (z) d:c) w

sin(y/AL(t — s)) (/ )
+ x,s) ) dx | ds,
| S

) = S0
ulN(t) = (/Q uo(z)w () d:l:) cos(v/ANt)

+ ( /Q u (2)w (2) d:c) S”“(%N”

+ /Otsin( )\Nt—s (/fxs dz)d.

Terminons cette section par un exercice d’application du théoreme 9 :

Exercice 11. Dans cet exercice, on se place en milieu homogéne et on suppose donc que les
coefficients p et x4 sont constants avec :

On s’intéresse au cas ou le terme souce est nul (f = 0).

1. On suppose que N = 1 et Q = [0, 1]. Donner dans ce cas I’expression explicite des solu-
tions des problémes (3.30) et (3.32). En déduire que ces solutions sont périodiques en temps (on
précisera la période). Que se passe t’il lorsque les données sont antisymétriques par rapport a
r=1/27

2.Onsuppose que N = 2et Q) = [0, 1] x [0, 1]. Montrer que la solution du probléme de Dirichlet
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(3.30) s’écrit (x = (w1, x2) :

(

+
3

uP(z,t) =

g
<
2

(t) sin(pmxy) sin(gqmrzy),

s

2
Il
—

T
2

uo(z) sin(pray) sin(gmray) d:l:) cos(v/p? + ¢% mct)

\ <Kf““>$ﬂwmnsm@mmwM)St:j%%f:;w

3. Quel est I’équivalent de la formule précédente pour le probleme de Neumann (3.32) ?

I~
>
=
I
AN o 3o

4. Montrer que si
D={vp*+¢*(p,q) € N" x N},
il n’existe pas de réel strictement positif « tel que tout élément de D soit un multiple entier de o

(c’est a dire tel que D C aN ). En déduire que la soltuion des problémes (3.30) et (3.32) n’est
(en général) pas périodique en temps.

Le cas du systeme de Maxwell

Pour rester dans le cadre général que nous avons etudié, nous traitons le systeme de Maxwell
sous sa forme systeme du deuxiéme ordre et cherchons donc a résoudre le probleme suivant :

( Trouver E(x,t) : R x RT — R3 tel que
OPFE
T +rot(p'rotE) = f. (z,t) € R® x RY,
(3.39)
B(z,0) = Eo(a), TR,
oF
\ E(ZE,O):El(ZE), .Z'ERS.

La permittivité électrique () et la perméabilité magnétique y(x) sont des fonctions mesurables

satisfaisant :
e0<e <eg(r)<ep<+oo, pp.zeRY

o0 < pu_ <p(xr)<puy<+oo, pp.reRV.
Remarque 25. Si on revient aux équations de base on a

_ 9
f_gaa

ou j désigne la densité de courant. D’autre part, si £/, désigne le champ électrique initial, £, est
relié au champ magnétique initial H, par :

E; = /,L_l rot Hy.
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Le cadre mathématique adapté au systeme (3.39) fait appel a un espace fonctionnel particu-
lier :
H(rot, R*) = {u € L*(R*)? / rotu € L*(R*)*}

qui est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

V (u,v) € H(rot, R*)?  (u,v)or = [ { u-v+rotu-rotv) dr.
R3

On montre assez facilement que :
C5°(R?) est dense dans H (rot, R?).

La formule de Green suivante joue un réle fondamental. Elle exprime essentiellement le fait que
I’opérateur rotationnel est son propre adjoint :

(3.40) Y (u,v) € H(rot, R*)?, / rotu - v de = / u - rotv dz.
R3 R3

Exercice 12. Montrer la formule (3.40) (raisonner d’abord avec u et v réguliéres a support
compact et conclure par densité).

On peut alors appliquer la théorie abstraite si on pose :
H = L*(R*)?3, V = H(rot, R?),
(u,v)H:/ eu-vdr,

R3
(ua U)V = (u7 U)rot )
a(u,v) = / w rotu - rotv dx,

R3

D(A) == { u € H(rot,R*) / rot(u 'rotu) € L*(R*)*},

Vue D(A), Au=ce"rot(p 'rotu).
On abouitit alors au résultat d’existence suivant :
Théoreme 10. Si on fait les hypotheses :

{ (E(),El) S D(A) X H(I’Ot,RS),
f € CH(R*; L2(R?)?),

le probleme (3.39) admet une unique solution forte :
E € C*(RT; L*(R?*)*) N CY(RT; H(rot, R?) N C°(RT; D(A)).

Remarque 26. Si on revient aux champs magnétiques et électriques initiaux H et Ey, les hypo-
theses sur les données initiales prennent une forme symétrique :

(Eo, Hy) € H(rot,R*) x H(rot,R?), (rot(u 'rotEy),rot(¢ 'rotHy)) € L*(R*)? x L*(R?)*.

Exercice 13. Rédiger les détails de la démonstration du théoréme 10.
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3.5.4 ldentité de I’énergie - Estimations a priori

Soit « la solution forte de (3.15), on appelle énergie de « a I’instant ¢ la quantité :

1 ou 9 1 9
But) = %/Z@(x,ml do+ 5 [ [Vua ) da,
_ L au 2 1t 2
=5 1@ 12 +5 1 Va2
Remarque 27. La quantité :
1 ou 5 1 9
efw,t) = 5 ple) [ (.0 + 5 () [Vule, 1)

est par définition la densité (spatiale) d’énergie de la solution « a I’instant ¢.

Compte tenu de la régularité de w, il est clair que cette énergie est finie a tout instant :
V>0, E(u,t)<+o0,
et qu’il s’agit d’une fonction dérivable du temps
t — E(u,t) € C*(RT).
On a en fait le résultat suivant :

Théoreme 11. (Identité de I’énergie)

d du
(3.41) S B t) = (f(t), = (¢)).
Démonstration. p )
ou 0%u ou
—E ,t - —_ _ + T~ )
awt) ( BT ) (”W’vat )

soit, avec la formule de Green :

d ([ Ou D*u .
aE(u,t) = ( v div (uVu) ) ;

c’est a dire, compte tenu de I’équation satisfaite par u, I’identité annoncée.

O

Corollaire 1. Si pendant un intervalle de temps [¢1, 5], le terme source f(x,t) est identiqguement
nul, I’énergie E(u,t) est constante entre les instants ¢, et ¢,. C’est un résultat de conservation

de I’énergie.

Nous allons maintenant déduire de I’identité d’énergie (3.41) des estimations a priori sur la
solution, c’est a dire des estimations de certaines normes de la solution « sans connaitre I’expres-

sion de celle-ci.
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Théoréme 12. (Estimations en norme H! et L?)

Pour tout instant ¢ > 0, on a les estimations :

(342) 150 < @B+ [ 7)1 as
(3.43) I9ut) 1, < @EE+ [ 1)1 ds
(3.44) al®) < 1ol ) + [ (=) 1 565) 1 s,

ou E, désigne I’énergie initiale
1
Ey =5 {llwll; + 1 Vo [l -
Démonstration. En intégrant entre 0 et ¢ I’identité (3.41) nous obtenons :
t
(3.45) B(ut)=Eo+ [ (76,5
0

Or, gréace a I’inégalité de Cauchy-Schwartz, nous avons :
du du
— < = 1
(£ O < () o 1 F) D,

. d
soit encore, comme || d—?(s) 12 < 2B(u, s):

‘(f(‘ﬂ?%

En reportant dans (3.45), nous obtenons :

(N < V2 Blu,s)? || f(5) |1 -

Elus) < Eo+ V2 / I £() 13 Bl )¥s.

Pour conclure nous utiliserons une variante du lemme de Gronwall, que nous démontrerons un
peu plus loin.

Lemme 4. Soit € |0, 1[, C' > 0 et o(t) et m(t) deux fonctions continues et positives définies
sur [0, 7] et satisfaisant :

Vi e [0,T] o(t) <C +/0 m(s) p(s) ds,

alorsona: .
vVt e [0,T] o(t) <{C"*+(1— oz)/o m(s) ds}ﬁ.
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Appliquons le résultat de ce lemme avec :

o) = E(wt), m(t)= V2| f0) ]y, C=FEp a=3.

Il vient : .
1]
E(u,t) < E2+—/ f(s) || ds}>.
(u, ) < {Ej 7). I f(s) s ds}
Pour obtenir les estimations (3.42) et (3.43) il suffit alors de remarquer que

du
= @ 1l et [ Vu(t) |,

sont majorés par \/2E(u, t). Enfin pour obtenir (3.44) il suffit d’écrire que

b du
u(t) = ug —|—/0 E(s)ds
et d’utiliser (3.42). O

Remarque 28. Nous avons choisi de passer par la forme intégrée (3.45) de I’identité (3.41) et
par le lemme de Gronwall 4 en raison du caractére fondamental de ce lemme dans beaucoup
d’applications. On peut toutefois utiliser un raccourci en remarquant que (3.41) entraine :

d
ZEut) < V2 B t)2 || f(1) |2
et en intégrant cette inéquation différentielle.

Démonstration du lemme 4 :

Soit ¢ € [0, 7], on introduit la fonction :

G(t)=C +/0 m(s) p(s)* ds.

G est dérivableetona:
G'(t) = m(t) p(t)".

Par hypothése ¢(t) < G(t). De plus, comme « est positif, la fonction x — x“ est croissante. Par
conséquent, compte tenu de la positivité de m(t), il vient :

G'(t) <mf(t) G(t)*,

soit encore
G(t)™*G'(t) < m(t).
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En intégrant cette inégalité entre 0 et ¢, nous obtenons :

L{G(t)l_a — ) < /0 m(s) ds.

11—«

Comme o < 1,1 — a > 0 et la fonction x — 21+ est croissante. Nous en déduisons I’inégalité
t 1
Gt) < {C + (1—a) / m(s)ds} s
0

et donc le résultat annoncé puisque p(t) < G(t).

Exercice 14. (Cas limite du lemme 4 pour oo = 1)

Soit C' > 0 et p(t) et m(t) deux fonctions continues et positives définies sur [0, 7'] et satisfaisant :

t
Vi e [0,T] o) <C +/ m(s) ¢(s) ds.
0
Montrer que :

Vt e [0,T] ¢(t) < Cexp /Otm(s) ds.

Remarque 29. Le résultat du théoreme 12 est bien un résultat de continuité de la solution par
rapport aux données. Plus exactement il exprime que I’application (ug, uy, f) — u définie par
le théoréme d’existence et unicité est continue de D(A) x H*(RY) x C*(0,T;R"Y), munie de la
topologie de I’espace H'(RY) x L2(RY) x L'(0,T;R"), a valeurs dans I’espace fonctionnel

W(0,T)=C*0,T; L*) nC°(0,T; H'),

muni de la norme
du
(3.46) | w llwo,r= [soug{H u(t) |, + | @(ﬂ o+ Il Vult) ||}

qui en fait, rappelons le, un espace de Banach.
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Chapitre 4

Méthode des différences finies en temporel
pour le systeme de Maxwell

4.1 Introduction-ldentité d’énergie-Décomposition en ondes
planes harmoniques

4.1.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre la méthode des différences finies dans le domaine temporel
pour le systeme de Maxwell. Cette méthode trés populaire s’appelle en anglais FDTD : Finite
Differences in Time Domain. Nous étudierons dans un premier temps le cas de la dimension 1 et
introduirons les notions essentielles (condition CFL, consistance, stabilité par méthode d’éner-
gie, dispersion numérique). Le cas de la dimension 3 sera alors abordé et étudié en détail. Les
constantes caractérisant les milieux pourront varier en espace mais nous considérerons qu’elles
ne dépendent pas de la variable temps (cas des matériaux dispersifs).

Le probléme a résoudre est :

(. oH
rotE(x,t)—%,uﬁ(x,t) =0, reR3t>0,
. OF
“.1) rot f (z,t) — ey (1) =0, z e R3¢ >0,
E(z,0) = Ey(x), x € R3,
| H(z,0) = Hy(z), z € R3.

Si on suppose que les données initiales sont assez réguliéres, soit
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(Eo, Hy) € L*(R?) x L*(R?)

alors le probléeme de Cauchy ((4.1)) admet une solution (faible) unique d’énergie finie.

Afin de ne traiter que des quantités de méme dimension, il est usuel de redimensionner le
champ magnétique comme le champ électrique via I’impédance du vide On introduit €,., 1, les
permittivité et perméabilité relatives du milieu (elles sont sans dimension et plus grandes que 1)
définies en fonction des permittivité et perméabilité du vide ¢, p :

€=¢€€ = [ [lo

et on note c la vitesse de la lumiére et Z, I"impédance du vide (en Ohm) :

1 Ho
Cc = ZO = —
v E€olo €0
Le systeme s’écrit alors :
( —
0/ H
rot £/ + pir\/Ho€o 8t0 =0,
. OF
t /B2 H — €.\ /ligeg— =0
Iro € Ho€p ot

que I’on réécrit :

c ot

Dans toute la suite nous désignerons encore par H la quantité homogéne a un champ électrique
ZoH.

Le systeme a résoudre est donc (nous avons pour simplifier supposé qu’il n’y a pas de terme
source mais des données initiales uniquement) :

(0 B}
Fr (@ t) + 1ot E(x,) = 0, CERSE> 0,
c Ot
. OF B
(4.2) %E(‘r?t)_IR)H(fL',t):O’ xERS,t>O7
E(a:,()) = Eo(l'), HANS R37
\ ]—_j($70) = ﬁo(l‘), T € R?’.
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4.1.2 ldentité d’énergie

L analyse de la stabilité et donc de la convergence du schéma numérique utilisera une esti-
mation d’énergie. Nous présentons donc dans le cas continu pour le systéme du premier ordre
les résultats de conservation d’énergie. Nous nous intéressons au systéme avec terme source, en
effet dans la démonstration de convergence nous verrons apparaitre en terme source du schéma
I’erreur de consistance, il est donc fondamental de compendre comment le schéma numérique
hérite des propriétés du probleme continu. Soit donc a résoudre :

( p, OH .
M—E(xat)JrlRE(x,t):m(m,t), zeR3t>0,
C
€p aE — = B - 5
(4.3) — g (1) —rot H(w,t) = —j(x,1), r€R3 >0,
E(x,0) = Eo(a). R
| H(2,0) = Ho(x), v R,

Définition 2. On définit I’énergie électromagnétique £(¢) a I’instant t par

1 = d 1 — 1 —
aw:5/&w%um%uwHuwax:ywwmi+;mum%
Théoreme 13. (ldentité de I’énergie)
L e(t) = (m, Y1) - G E)(®)
Cdt - m: ja

Ou (, ) désigne le produit scalaire de [L?(IR%)]>. La variation de I’énergie est égale au travail
des forces extérieures.

Démonstration. On multiplie la premiére équation de (4.3) par H, la deuxiéme par E, on adi-
tionne et on integre en espace :

OB - 0F I IR
/(e——E + M——.H)(m,t) dx + /(—I?H.E —i—ﬁE.H)(x,t) de = (m,H) — (3, E)
c Ot c Ot
La formule d’intégration par parties pour le rotationnel donne immediatement
/eﬁﬁﬁ+ﬁﬁm@ﬁmzo

car il n’y pas de terme de bord. Pour conclure, on reconnait :
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Théoreme 14. On a les estimations a priori suivantes :

)], < (26(0)2 +¢ I1F )l ds

avec ||f ()] = 1)l 1/e, + (O],

Démonstration. On établit par Cauchy-Schwarz la majoration suivante :

(i, H) = (7, E)‘ (&) < W) 1y, WO, + 117 ye IEO],

On a les majorations ||]§(t)H§T < 2E(t) et ||ﬁ||ir < 2£(t). On en déduit

1

< V@) (IR, + 1T Ol17e,)

L’identité d’énergie conduit a I’inéquation différentielle suivante :

ey < Ve mIf)

(7, i) -

cdt
qui se réecrit :
d
—& (t)
- £
gx(t) f
En intégrant, on obtient :
! - 0! <= [ 176)las
)
Les inégalités proposées s’obtiennent alors immédiatement. O

Nous avons obtenu la continuité de la solution en fonction des données initiales (via I’énergie
au temps ¢ = 0) et des termes sources. Nous retrouverons par la suite des résultats équivalents.

4.1.3 Deécomposition en ondes planes harmoniques

Comme nous I’avons fait pour I’équation des ondes en dimension 1, nous allons utiliser la
transformée de Fourier en espace pour en tirer des propriétés que nous étendrons au schéma dis-
crétisé. C’est I’objet de I’analyse de stabilité par Fourier qui est une technique utilisée aussi pour
démontrer la convergence des schémas numeriques sur grilles régulieres. C’est donc beaucoup
moins général qu’une méthode basée sur des considérations énergétiques mais c’est tres efficace
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dans le cas de la méthode des différences finies, en particulier pour déterminer I’influence sur
la condition de stabilité des schémas de la prise en compte des conditions aux limites ainsi que
I’étude de dispersion numérique. On se place dans le cas de matériaux homogénes, donc sans
perte de genéralité avec ¢, = p, = 1.

A toute fonction u(z, ) définie sur (R", R) de régularité suffisante, on associe (%, ¢) définie
sur (R™, R) par

a(k,t) = t) e * gy

1
u\xr
V2 Jgn
et la transformée de Fourier inverse permet d’obtenir la relation :

)= 75 o

Nous introduisons donc les champs E et H transformés de Fourier des solutions E et H du
systéeme (4.2). Comme rot @ = V A i, NOUS avons

—

rot i = ik A
Pour tout &, les champs (E(k,.), H(k,.)) sont donc solutions du probléme différentiel en temps
suivant
. .
1dH -4
-—— kENE() = t
Cdt()+z/\ (t) =0, > 0,
1dE o
-—— () —tkNH(t)=0 t>0
(4.4) e dt (t) —i (t) ) )
E(0) = Ey,
| H(0) = Hy

En prenant le produit scalaire des 2 premiéres équations de (4.4) par %, on obtient I’équivalent
de la relation de divergence nulle des champs électromagnétiques soit a I’aide des conditions
initiales :

Ek=FEyk  HEk=H.Fk
Onnote £, et H, les composantes de £ et [ orthogonales a &, il est aisé de verifier en éliminant
tout a tour I’un des champs qu’elles sont solutions des équations différentielles suivantes :

1 d°F,

L&E, | eop
c? dt? +[R["EL

et )
1 d’H, A
— =4 |k]PH, =0
¢ dt? k[ H
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On pose w(k) = c|k| et on obtient
E, = Ey i cos(w(k)t) + Eyy sin(w(k)t)

et

H, = Hy_cos(w(k)t) + Hy  sin(w(k)t)

On utilise alors les conditions initiales pour déeterminer les 4 coefficients. EO,L et I—A[O,L sont les
composantes orthogonales a £ de E, et H,. On vérifie sans peine que les coefficients £ | et
H, | sont détermineés par :

— —

Ei =i~ NHy, Hy | = —i— NEpy1
k| k|

On en deduit que pour chaque k, les solutions du probleme continu sont combinaison linéaire
de cos(w(k)t)e* et sin(w(k)t)e™*, ce qui démontre la stabilité de la solution en fonction
des données initiales. On note que c’est le fait que w(k) soit réel qui assure cette stabilité. On
obtiendra sur le schéma numérique une relation analogue qui permettra de quantifier sur grilles
réguliéres la dispersion du schéma.

4.2 Premiere analyse sur le cas simplifié de la dimension 1

4.2.1 Le systéeme du premier ordre en dimension 1

Dans cette section, nous nous plagons en une dimension d’espace, selon la direction . Donc
0 0

—=—=0.
oy 0z
o 0
ar |
T
— 2,
rotu = 0 ANl Uy = or *
0
U
O —0—%1@
T OE, O0H, _
Nous obtenons alors immediatement 5 = 0s0it £, (z,t) = Eyo(x) et Hy(z,t) =

H, o(z) pour tout ¢ > 0 et deux systémes d’équations découplésen (E,, H,) et (E,, —H,) de la
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forme :
)
1y Oh Oe B
Cat( t)+8x(x,t)—0, reR,t>0,
€, Oe oh
——(x,t) + =—(z,t) =0 R, t >0
(4.5) C at (:L" >+ ax(x7 ) Y x E Y > 9
e(z,0) = eo(x), z € R,
[ h(x,0) = ho(z), z eR.
Remarque 30. Si on définit p par —% = e, la premiere équation de (4.5) donne
weoh 1Pp 10 op,
c Ot cOxot c@t( h+8x)_0
soit g_p = —u,-h. En reportant dans la deuxieme équation de (4.5), on obtient :
T

& _ ﬁ( 1 3p)
2 ot?2  Oxr u, Ox

En posant py(z) = f trho(s) ds et py(x) = ceg(x), on obtient que p est solution de
(€ 0°p 0,1 0dp
A R
250 (x,t) — aﬂﬁ(ur ax)(ﬂv t) =0, reRt>0,
(4.6) p(z,0) = po(x), r € R,
Jp
R.
| 5 @0 =ni(o), ve

soit le probléme de Cauchy associe a I’équation des ondes scalaire en dimension 1. Reésoudre en
dimension 1 I’équation scalaire du deuxiéme ordre ou le systeme du premier ordre est rigoureu-
sement la méme chose. Nous choisissons de privilégier I’approche systéme du premier ordre car
elle se généralise plus exhaustivement dans le cas des dimensions d’ordre supérieur quelque soit

le systeme considéré (Maxwell, Euler linéarisé...).

4.2.2 Rappels sur les différences finies - Cadre fonctionnel

Soit f une fonction “assez réguliere” (au moins C?) définie sur R et soit & le pas de dis-
crétisation. On veut approcher les dérivees de f au point z; = jh en utilisant uniquement les
valeurs de f en ces points. Il est naturel d’approcher la dérivée de f en un point = par un taux

d’accroissement, par exemple décentré a droite :

flx+h) - fx)

fla) ~ EE5
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ou décentré a gauche :

Il est aise de vérifier en utilisant la formule de Taylor que ces approximations sont d’ordre 1.

(4.7) f(@jp1) = f(x;) + hf'(2;) + %f”(fj)v & €l zj

ce qui montre que

f(@j) = f(xy)

flay) = =SS ()
avec I’estimation :
h2 1 h "
le(h)| = \3f (&)l < 5 Sup |f ()l
§€lzj,mj41]

Pour gagner un ordre suplémentaire, il est usuel d’utiliser des schémas centrés, en effet sur grille
réguliére par parité, on obtient dans les développements de Taylor uniquement des termes pairs en
puissance de h. On doit cependant supposer plus de régularité a f. On obtient alors (si f € C3):

fxj) = fla) + h_Q(f//’(gjfr) + (&), (&§,65) €y, mj[x]ay, 2540

/
fes) = 2h 6
soit une approximation d’ordre 2. Le fait d’utiliser une approximation centrée permettra aussi de
mettre en évidence une conservation d’énergie, essentielle pour établir des résultats de stabilite
par méthode énergétique.
L’espace de Hilbert intervenant aprés approximation ponctuelle est I’espace L. Nous préci-
sons ci-dessous ces propriétés principales.

L’espace L7
On considere I’espace de Hilbert L7 :
szl = {uh = (uj)j€Z7 Z ‘UJ‘Q < "—OO}
j

muni de la norme [|u,||* = h 3. |u;|* et du produit scalaire associé (us,vs) = h 3 ujv;. De
méme que pour le cas continu, on notera [jus||2 = h > ajlu;]*.

Il'y a deux facons d’approcher en espace une fonction u(x) € L?(R) par une suite u, de L3 :
I’approximation ponctuelle (si u(x) est continue)

(4.8) uj = u(z;),

ou par valeur moyenne :

(4.9 u; = %/ o u(z) de.
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Pour ces 2 types d’approximation (qui interviendront dans le schéma de démarrage) nous
aurons besoin d’estimations de stabilité . L’espace L? est isomorphe au sous-espace de L?(R)
des fonctions constantes par morceaux, en effet la suite u;, = (u;);ecz peut étre assimilée a la
fonction wuy,(x)

up(z) = ujsix G}xj_;,mﬁé[z]xj —h/2,x;+ h/2

2

et le produit scalaire sur L? coincide alors avec le produit scalaire usuel de L?(R). Si , est la
projection orthogonale de L?(RR) sur L2, on définit pour f € L*(R), f, = m f par

(fnsvn) = (f,on) Vo, € Lj,

En choisissant v;, = 1), | , [, On obtient:
T2

i+%

Le deuxiéme choix d’approximation (4.9) correspond alors a :
Up = THU

et donc en utilisant les propriétés des opérateurs de projection, nous avons le résultat d’estimation
uniforme (ne dépendant pas de h)
[unll < flullz:
Nous aurons aussi besoin d’une estimation d’erreur, en supposant « réguliere, nous aurons a
estimer )  hju; — u(x;)|*. Par définition,
J

w—uley) =3 [ (ule) — uay)) da,

j—

[N

mais on remarque que les bornes de I’intégrale sont symetriques par rapport a «;, ce qui nous
autorise a espérer un ordre de plus dans le développement limité, on utilise la formule de Taylor
avec reste intégral a I’ordre 2

u(x) —u(z;) — (x — xj)u' () = /x(x —s)u"(s) ds,

J

et comme :

ona
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Comme par Cauchy-Schwarz, Vz € [z; — h/2,x; + h/2]
/ |z — s|*ds / |u"(s)|*ds

2
/m(x —s)u"(s)ds| dx < C’h4]|u"]|%}2

J

2
<

/:(x —s)u(s)ds

i
Z .
/ it+3
x .
i3

Nous avons alors a nouveau par Cauchy-Schwarz :

< OR / T L (s)|2ds,

1
2

on obtient

2

1 T x 1 T T T
E/ T dx(/ (x —s)u"(s)ds)| < 3 / 12y / o / (x —s)u"(s)ds| dx
xj7% xj Ij,% xj7% xj
Et donc en regroupant,
hlu: — N2 < Ch4 "2
; |uj — u(z;)|” < ; I HL]Q“j,%’“j%[

Soit en notant u;, = (u(z;));ez
lun, — @nll < Ch?||u"|| 2

qui est une estimation uniforme.

Dans le cas (4.8), soit approximation ponctuelle, on sait qu’il faut disposer de régularité
suplémentaire pour obtenir une estimation uniforme de ||uy||. En effet, les théorémes de trace ne
sont valables que dans A et faux dans L2 On suppose donc que u(x) appartient a H'(R). On
écrit .

u(x;) = u(z) +/ u'(s) ds

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

=

Vo €loy ~ b2+ /2l lu(e) < e + 2o -] [T ()P ds

[N

On intégre sur x alors entre z; — h/2 et z; + h/2, il vient:

hlu(z)? < 2/ " u(@)|Bd + B / T (s) ds

[N
[N

On obtient apres sommation sur j :

lunl® < 2J|ullZ2 + B¥|lu'||Z2
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Et comme on peut raisonnablement supposer / majoré par une constante, on obtient I’estimation
uniforme suivante dans le cas de I’approximation (4.8) :

[unll < Cllulla

Quant a I’estimation d’erreur Zh\uj — u(x;)|?, elle est identiquement nulle pour ce choix

J
d’approximation.

Nous utiliserons ces résultats lors de I’étude de stabilité et convergence des schémas.

Consistance et stabilité d’un schéma

Nous renvoyons au cours de G. Allaire pour une étude precise des notions de stabilité et
consistance. Nous rappelons ici les principales définitions.

Soit £ un operateur aux dérivées partielles en temps et en espace. Soit u la solution espace-
temps d’un probléme de type :

Lu(z,t) = g(x,t) reR,t>0

Pour simplifier les définitions, nous ne tenons pas compte ici des conditions initiales. On note
L A, un opérateur sur les suites (u]') approchant I’opérateur £ par une methode de différences
finies. On introduit alors la solution du schéma discret :

Lagpuy =g;  1€Z,n>0
Définition 3. On définit I’erreur de troncature €' par
& = Lagpu(z,t") — gi'

Le schéma est dit consistant si I’erreur de troncature tend vers 0 quand les pas de discrétisation
h et At tendent vers 0. Le schéma est dit d’ordre m en temps et k£ en espace si

€' = O(At™) +O(h*)  quand  At,h — 0
Remarque 31. L’erreur de troncature est une erreur qui indigue comment I’opérateur continu
est approché par le schéma discret. Ce n’est pas une erreur entre la solution exacte et la solution

approchee (erreur de convergence) mais c’est une erreur qui quantifie a quel ordre la solution
exacte vérifie le schéma.

Remarque 32. Nous pouvons écrire de 2 facons I’erreur de troncature : Comme w est solution
de
Lu(x,t)—g(xz,t) =0 reRt>0

Nous avons
& = [Larp — Llu(z;, t") — [g7 — g(zi,t")]
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qui est bien une mesure de I’approximation de I’opérateur continu par le schéma. Mais nous
avons aussi :
Larpu =g, 1€ Z,n>0
Donc
e = Loy [u(z;, t") — ul]
L’erreur de troncature est donc aussi la solution discrete obtenue par le schéma quand on met
au second membre I’erreur de convergence.

Définition 4. Le schéma discret est dit stable si la solution discréte dépend de maniére uniforme
de la donnée. Soit, il existe une constante C' indépendante de h, At telle que :

Iluilll < Clllgl

pour une norme ||| ||| sur les suites discrétes. En d’autres termes, I’opérateur inverse £, , est
borné uniformément.

A I’aide de la remarque précédente, nous avons le théoreme fondamental
Théoréme 3. Un schéma stable et consistant est convergent.

Démonstration. En définissant I’erreur de convergence par |||[u(z;, t") —u?|||, nous avons par la
stabilité :
s, 1) = wifl[] < [l €]

et la consistance donne la convergence vers 0 quand &, At tendent vers 0. 0

4.2.3 Le schéma saute-mouton pour le systéeme d’ordre 1

Nous introduisons une discrétisation en temps t" = nAt et une discrétisation en espace
x; = iAx = th. En considérant le systéme (4.5), on constate qu’il est naturel pour rester centré
. . - S . p / . 1
d’introduire en espace et en temps une discrétisation décalée, soit des temps t"*t2 = (n + %)At
et des positions spatiales =, 1 = (7 + %)h. On choisira ainsi de chercher les approximations des
2
1 .
inconnues e et h sur des grilles décalées en temps et en espace, par exemple : H::f approxi-
2
mera h(mH% , t”+%) et £ approximera e(x;, t™). On écrit donc une approximation de la premiére
équation autour de (xi+%, ")

oh " Hz‘+
E(‘ri—l—%?t ) ~

et
de _— E'— E"
—\T:, 1 ~N —
ox e’ h

On voit qu’il est naturel d’approximer la deuxiéme équation autour de (z;, t"*%) :

e ) Er — BT
=7 (i, N
ot At
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et

ox
On note By, et C), respectivement les opérateurs définis sur les suites H;, = (HH%)Z-GZ et B, =
(E;)icz par

Hz+§ —H;_ Ei1 — E

h h
en dimension supérieure pour le systéme vectorlel de Maxwell, B, représentera une approxi-

mation de I’opérateur — rot et C}, de I’opérateur rot. Nous proposons donc le schéma dit saute-
mouton (leap-frog en anglais), la figure 4.1 illustre I’origine de ces noms :

N

(BhHh>i = et (ChEh)Z-Jr =

N

A HTE

“’"C - 2 (CuED),, 1=0, 0>l
(4.10)

¢ B — B! a1

_7"17 B H 2) . =0 > 1

c At + (Ba )i =

Evidemment pour parfaitement déterminer le schéma, il faut rajouter un schéma de démarrage

1 . .
tenant compte des conditions initiales. Supposons Ejpet H? connus, la deuxieme relation de
(4.10) permet de déterminer explicitement Eh La premiére equatlon permet alors de déterminer

explicitement H,, 5/ en fonction de Ej et H,j, et ainsi de suite.

© Position des E

{Temps)
<= Position des H
n+1
n+1p2 Dérivation
en temps
n
n-172 |- + ,,,,,,,,,,,,, S B B R Dérivation
H ‘ : En espace

2 i i+1‘f2 i+1 x)
FiG. 4.1 — Shéma saute-mouton en 1 dimension

Nous aurons dans la suite besoin de quelques propriétes fondamentales des opérateurs B, et C},
que I’on fait opérer sur L3 .

Théoreme 4. Les opérateurs B, et —(C', sont duaux I’un de I’autre

(ChEw, Hy) = (—Ey, BLHy)
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et on a les majorations

IChEw|)? | Ep]?

_th

| By Hy || < |th|2

Démonstration. On effectue une intégration par parties discréte.

D (ChEp)aHypy =y —— E’“ b= Z Ei( Z Ei(ByHy);
De méme :

Eip1 — Ei 2|Eia|* +2|E,° _ 4 2
> (ChBr)iy1(ChEn)iys = Z(T) <> 72 <73 ; | Ei]

Ou on a utilisé I"inégalité (a — b)? < 2a® + 202, on peut méme prouver que cette estimation est
optimale en prenant des suites alternées de 1 et -1 a support de plus en plus grand. La derniére
inégalité se démontre de méme. O

Théoreme 5. Le schéma saute-mouton est consistant d’ordre 2 en temps et en espace.

Exercice 15. A I’aide de développements de Taylor, démontrer le théoreme precédent.

4.2.4 Vitesse de propagation numérique- Condition necessaire de conver-
gence

Avant de faire I’analyse de la stabilité du schéma (nécessaire pour obtenir sa convergence
puisque nous savons qu’il est consistant), nous pouvons donner une condition nécessaire de
convergence a partir d’arguments simples concernant le support des solutions exactes et appro-
chées. Nous supposerons dans le raisonnement qui suit que ¢, et u, sont constants égaux a 1 et

At .
que le nombre CFL o = 27 est fixé.

La propriété fondamentale que nous allons utiliser est la propagation a vitesse finie : si les
données initiales sont a support compact, la solution reste a tout instant a support compact (en
espace). Dans le cas de la dimension 1, nous avons vu que si le support des données initiales était
inclus dans I’intervalle [a, b] alors & I’instant ¢ le support spatial de la solution est inclus dans
I’intervalle [a — ct, b + ct].

Le schema explicite a lui aussi une vitesse de propagatlon (numerique) finie. En effet, il est

facile de voir a I’aide de la figure 4.1, en notant u”' soit H' 2 ou E? , que Si:
2
W =T =0 pOUr j ¢ [mins jmar] = 0T =0 OUr § ¢ [min — L. jimar + 1]

Ce qui veut dire qu’en un pas de temps, la solution s’est propagée d’un pas en espace a
droite et un pas en espace a gauche. On peut donc définir une vitesse de propagation numérique
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Voum = h/At qui traduit la propagation de I’onde numérique a droite et & gauche (comme dans
le cas continu). Pour espérer la convergence du schéma numeérique, il est nécessaire d’imposer a
cette vitesse d’étre supérieure a celle de la vitesse de propagation des ondes ¢, c’est la condition
nécessaire de Courant-Friedrichs-Levy qui s’écrit en dimension 1 :

(4.11) Voum = ¢ <= %‘t <1

Si la vitesse du schema numérique est inférieure a celle de la solution exacte, le schéma va
prédire des valeurs nulles dans des zones ou la solution ne I’est pas, il ne peut donc pas y avoir
convergence. Au contraire, si la vitesse numérique est supérieure a celle de la solution exacte,
on prédira des valeurs non nulles la ou la solution est nulle, mais cela n’empéche pas d’espeérer
qu’en faisant tendre h et At vers 0, ces valeurs approchées tendent vers 0.

Nous illustrons ce raisonnement par les figures suivantes basées sur le cone de propagation
et celui de dépendance introduits au premier chapitre. On introduit de méme les cénes de propa-
gation et de dépendance numériques caractérisés par des pentes de valeur —1/V,um €t 1/Vium
au lieu des pentes —1/c et 1/c trouvées dans le cas continu.

Si Vium < ¢, (figure 4.2), le cone de propagation numérique (qui est toujours le méme
quelque soit A si on garde « constant) est strictement inclus dans le cdne de propagation continu.
Dans les régions comprises entre les deux cones, la solution discrete u, . est toujours nulle alors
que la solution exacte u ne I’est pas, il ne peut donc pas y avoir convergence.

5 = #
5 /
\'\ = p =0, uz0 |
™ =1
i if
1
FIc.42-- < : pas de convergence
C

num

Si Vaum > ¢, (figure 4.3), c’est le cone de propagation continu qui est inclus dans le cone
de propagation numérique. Dans la zone intermédaire la solution exacte « est nulle alors que
la solution approchée ne I’est pas a priori. Mais ce n’est pas un obstacle a la convergence du
schéma : uy, A, peut tres bien tendre vers 0 dans cette zone quand £ et At tendent vers 0.
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\
\ /
/
T
FIG. 4.3 - < E : convergence possible

num

Si nous utilisons les cones de dépendance, le raisonnement suivant permet d’aboutir aussi a
la condition nécessaire de convergence.

On considere M = (z;,t") un point de la grille de calcul. Les points qui ont servi a calculer
u’? sont contenus dans un cone de sommet M d’aréte les demi droites issues de )M et de pente
+h/At, note K (M), (figure 4.4). La solution approchée «’ dépend donc uniquement des va-
leurs de u” et u' sur le segment [Mg,, M ] = [2j—n, %j4n] = [(j — )R, (j + n)h]. Lasolution
exacte dépend des valeurs de «° et u' sur le segment [M~, M*], avec M~ = (z; — ct",0) et
M+ = (z; +ct",0)

Lpy + T
g Mg,

FI1G. 4.4 — Cbne de dépendance numérique
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On a donc deux cas :

Cas1:[M~,M*| C [Mg,, M{,], c’est a dire le cone de dépendance numérique contient
le cone de dépendance exacte, on a donc toutes les informations nécessaires pour construire la
solution approchée. Ce cas correspond & (j — n)h < z; — ct™ < (j + n)h soit cAt < h.

Cas 2 : [Mg,,, M{,] C [M~,M*], c’est a dire le cone de dépendance numérique est stric-
tement contenu dans le cone de dépendance exacte et la solution approchée ne tient pas compte
des valeurs (non nulles) de la solution a I’extéreiur du cone numérique. Il ne peut donc y avoir
convergence. Ce cas correspond a cAt > h.

Nous pouvons alors aisement obtenir par raisonnement analogue la condition nécessaire de
convergence dans le cas des dimensions supérieures. La solution élémentaire en dimension 2
(fonction de Green) est :

H{(t — |x|/c)

N I

G(z,t)

et en dimension 3 :
G(.I',t) _ 5(t - ‘$’/C)

47 |x|

Le support en espace de la fonction de Green au temps ¢ est respectivement en 2D le disque
en 3D la sphére de rayon ct ce qui est cohérent avec la propagation a vitesse finie ¢ pour une
source élémentaire placée a I’origine spatiale et correspondant a un dirac a ¢ = 0. A I’instant
t™ = nAt elle a donc atteint tous les points |z| < cnAt. La solution numérique se propage dans
le cas 2D sur un losange (un carré en tournant les axes) de demi-diagonale nh et donc de demi
coté I = nh/+/2, (figure 4.5). La condition nécessaire de stabilité impose que le losange doit
strictement contenir le disque, sinon on prédirait des valeurs approchées nulles la ou la solution
exacte ne I’est pas. Le losange contient strictement le disque si I > ¢nAt donc si nh/\/§ > cn/t
soit si cAt/h < v/2/2.

Par un argument semblable, on obtient en 3D la condition cAt/h < +/3/3. La solution
numérique se propage dans un octaedre régulier (figure 4.6) dont la distance de I’origine (centre
de gravité) aux sommets est égale a nh. Le minimum de la distance de I’origine a cet octaédre
est atteint au centre de gravité des faces, et la distance vaut alors [ = nh/+/3 (figure 4.7). La
condition nécessaire de convergence s’écrit de méme [ > cnAt soit nh/+/3 > cn/At soit encore
cAt/h < /3/3.

Remarque 33. Dans le cas d’un schéma implicite, la vitesse numérique de propagation devient
infinie (I’inverse d’une matrice creuse est a priori une matrice pleine!). La condition nécessaire
de convergence est alors automatiquement assurée, le cone de propagation numérique (en fait le
demi-plan supérieur en dim 1) contenant toujours le cone de propagation continu.
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F1G. 4.5 — Support des solutions exactes et approchées en 2D

FI1G. 4.6 — Support de la solution approchée en 3D
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F1G. 4.7 — Support des solutions exactes et approchées en 3D

4.2.5 Identité d’énergie pour le systeme discretise

Nous allons établir un résultat de conservation d’énergie pour le systéme discrétise avec
termes sources comme dans le cas du probléme continu.

1 n+% n—%
ptr Hi b = H
A POy =iy,
(4.12)
e g — gt n—l n—1
T L (ByH, %), = —j 2
c At +_( hilp ) Ji

Dans un premier temps, on considére les sources nulles de fagon a pouvoir identifier quelle est
I’énergie discréte. Nous multiplions la premiére équation de (4.10) par un équivalent discret de
1

n+% n—y
Hi-i—% + Hz‘+§

o
h(:ri+%,t ),S(-Jlt
apres sommation sur i :

qui est une approximation centrée. La premiere équation donne

1 1 1

Z+% H 1 1 .1 L1
Hr its ity i3 its n
h+ (ChLE
Z c At 2 + (ChEl

i

qui s’écrit par dualité

n+i n—2
1 i+l ] i+l n-l Lo H P4+ H, ?
2cAt (Z Hor 2|Hz‘+;|2h - Z’u’" 2|Hz‘+;|2h> - (Einh L B L ) =0

i
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On multiplie de méme la deuxiéme équation de (4.10) par un équivalent discret et centré de
Er4+EMH
5 ;

1 3 n 3 n— n—3 En—i_Enil
ot (St - e ) L B o

7

e(x;,t""2) soit

En sommant les deux expressions, certains termes s’éliminent :

o H™ Ly H wet EP BN 1, a1
—(By, By—" 9 b—)+(ByH, *, %) = _§(EhthHh+2)+§(Eh ', By, ?)
qui est une quantité de type f(n + 1) — f(n). On définit donc I’énergie discréte par

n+l 1 n+l 1 n CAt n+l n
EE = SR, + SIBE - S5 (Bl )

Hr
Nous avons donc le premier résultat d’énergie suivant

. . ) )z T +1 .
Théoréme 6. En I"absence de termes sources (j, m), I’énergie discréte £, > de la solution de
(4.12) se conserve au cours des itérations en temps :

1 _1 1
£ =6 =6 Vn>1

Démonstration. Avec le choix fait sur la définition de I’énergie, on a directement :

o (81 =) =
U

Le résultat précédent ne permet pas de conclure directement a la stabilité de la solution
du schéma explicite. Contrairement au cas continu, I’énergie discrete qui se conserve n’est pas

n+l
somme de quantites positives (on ne connait pas le signe de —(B’hHh+2 , E}') ). Ce terme peut

devenir négatif et grand en valeur absolue permettant aux termes ||HZ+% |2, et]|E}]|? de devenir
aussi tres grands tout en laissant I’énergie se conserver! Toutefois, on pressent que quand cAt
devient assez petit, ce produit scalaire peut devenir faible devant la somme des 2 normes.

En notant €, les valeurs minimales de €,.(z), u-(z), on a la majoration

r

BuH"™ EPY < ——— 21 B, < —— L EHE 4 ||ED2
(BnH,, 2, h>_WgH n el hHer_Wﬁ(H weo e HIERIE)
et donc . At . A
n+1 C n+l C
E7 > 21— ——)H 2| 4+ =(1 — ——)||EP||?
Donc en notant ¢ = \/ﬁ la vitesse maximum des ondes dans le milieu, sous la condition
MAt <1
h

nous avons le résultat de stabilité suivant :
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Lemme 5. Sous la condition o = % < 1, on a les estimations pour les champs solutions du
systeme (4.12)

+ +3
|22, < g2 i

+
IERIZ < 256,77

«

Dans le cas ou il n’y a pas de sources extérieures, on a de plus

1
uﬁww 287
1Ep)2 < 6

l\DlHQ

Le reésultat est encore incomplet puisque I’estimation précédente n’est pas uniforme en h
puisqu’elle fait apparaitre I’énergie discrete au temps ¢t = 1At et donc des normes discrétes
dépendant de h. L’estimation uniforme sera établie lorsque nous préciserons le schéma de dé-
marrage mais nous avons déja établi lors des rappels que pour les 2 approximations spatiales
présentées, il y avait une estimation uniforme en espace nécessitant plus ou moins de régularité
sur les donnees initiales.

Nous introduisons a présent les termes sources.

Théoreme 15. (Identité de I’énergie)

n+l n—i 1
1 n+— n—2 n H *4+H, * n—1 En+En
At <8 gh 2) :(m}w b 9 g )_(jh 27%)
Démonstration. Il est aisé d’introduire le travail des forces discret. O

Nous en deduisons les estimations a priori suivantes :

Théoréme 16. Sous la condition CFL, oo = % <1,

n+2
& <{ \/75 Hth}
[ 2 1 Al &

En < 2 2 k
H hHer— 1—Oé gh+1_ak:1||fh||
1 2 1 At &
H”"’z < 2 k
7 < [Ty e+ 2

k=1
avec || f5 1l = [, *lle + Mk,

Démonstration. On effectue une majoration du travail discret en introduisant I’énergie discreéte :

1 1
n HTH—E "‘Hn_i n—=i En Enil n-+ 1 n+i n—2
i, 2yt BB < Gy ) s (Ve Ve
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(&) < !\fﬁ!\\/% (\/gﬁ i \/5’?_%)

On reconnait une identité remarquable
Vet -vet) < i
( (1— a)

En sommant de proche en proche, on obtient la premiére estimation. On utilise a nouveau les
majorations

donc

1
|22, < 28
+l
IERIZ. < +25€,
pour obtenir les estimations sur £, et Hy,.
O

Remarque 34. On a I’impression sur ces estimations que le schéma se détériore quand « tend
vers 1. En dimension 1, le schéma est exact a CFL 1, les estimations précédentes ne sont donc
pas optimales.

Exercice 16. En utilisant la propriété en 1D que toute solution de I’équation des ondes s’ecrit
f(z—ct)+g(z+ct), montrer que la solution continue est solution du schéma (4.10) et donc qu’a
CFL = 1 le schéma est exact. Cette propriété n’est vraie qu’en une seule dimension comme la
formule de Dalembert.

4.2.6 Erreur de convergence, erreur de consistance et schéma de démar-
rage

Nous sommes maintenant en mesure d’établir I’erreur de convergence du schéma par tech-
nique énergetique. Il importe de définir I’erreur de convergence en fonction de la technique uti-
lisée. Cette definition n’est pas si naturelle que cela puisque nous cherchons a comparer deux
solutions qui ne vivent pas dans le méme espace : la solution du probleme continu qui est une
fonction de I’espace et du temps, la solution du schéma discret qui est une suite doublement
indexée en temps et en espace.

Nous introduisons £ et H +2 les suites de L2 définies a partir des valeurs des solutions
exactes aux noeuds de la grille espace temps, en supposant ces solutions suffisamment régulieres.

_ o+l
E! = e(xz;,t") HZ.+; = h(x Tip1,t" nty 2)
et on définit I’erreur de convergence dans L2 par
n__ Eno_ gn nty _ H”"'% H”"'%
Ch,e = L — L Chg — Hp = —
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Si les solutions E7* et H, 2 du schéma discretisé verifient avec des notations simplifiées

(P 1\ 7
Ee (Dot %)+ (CLBy = 4

h
67‘ 1 1 .n_l

TDED, T+ (Bl =iy
E2 = fh(607 ho)

HhE = gh(€07 ho)

\
L’erreur de consistance ¢ est alors définie en injectant dans le schéma la solution exacte :

(

h eI\ _
o (DiH™) + (ChBn = +mi + 4

eh 1 _1 n—1i

=\ n— n—3 n
;T (DtEf?)h *+ (Buly, *)h=—Jy * —eni

E_'g = fh(eo, ho) + 82’E

1 1
i = gn(€o, ho) + € 5

\

Par linéarité en soustrayant les deux expressions, on obtient que I’erreur de convergence est
la solution du schéma discret avec termes sources égaux a I’erreur de consistance et donnees
initiales liées au schéma de démarrage ( fx(eo, ho), gn(€o, ho)). On comprend alors pourquoi la
convergence est obtenue quand il y a consistance et stabilité : le résultat de stabilité permet de
majorer I’erreur de convergence par I’erreur de consistance et le résultat de consistance assure
que cette derniere tend vers O et précise I’ordre de convergence en fonction de At et h. Nous

avons donc : )

oy nt3\"
T 2 n _ n
- (Dteh,H )h + (Cheh,E)h = EhEs

h‘ 1 1 1
r n n—s n—s n—z
- (Dteh,E)h 4+ (Bheh,HQ>h = _5h,H2
0 _ 0
€hE = EhE

Nous pouvons alors énoncer directement le théoreme suivant :
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Théoréme 17. Sous la condition CFL, o = MAt

< 1, ’erreur de convergence et son énergie
y +3 apif
associée F, " 2 vérifient

f;’“<{ ﬁZMII}
2 1 At —

lefglle, < A/ T==V/F2 + == DIl
k=1
n At B

il < iV 4 Zufhu

k—1
avec [ fill = llensi [l1/e. + [k, mll1/

Il ne nous reste plus qu’a établir des estimations uniformes de I’erreur de consistance (qui
feront intervenir I’ordre du schéma) et de I’énergie initiale (qui dépend du schéma de démarrage).

Estimation uniforme de I’erreur de consistance

Nous calculons €., .. en utilisant la formule de Taylor avec reste intégral :
27

2
i+l il Oh n NSRS S 93h
A ot & fo B @y s) ds
1
tn tn7§*5283h
+ ﬁj;‘/”_i( 5 ) o (T41,5)ds
De méme,
_ De o LT (1 —x)? e, 1 [Tt (z;—2)* e,
(ChEh)i—l—% = %( z+17t )+E/ 2 ) 3($7t )d‘r—}_ﬁ/ ] ($7t )dl’

Donc pour touti, n.ona:

it oty n+i 2 3 tm n—= 2 93
. L 1 (t"r2 — 5)* 0°h 1 (t""2 — 5)*0°h
gi—i—%,E - c E/t'n 9 ot3 ( z+178) d8+ E % 2 o3 (xi—i—%vs) ds
+
1 Tit1 (xz‘-i-l _ $)2 836 . 1 xi+% (xl _ $)2 (936 .
E/ 2 3x3(x’t)dx+ﬁ/ 2 8x3( t) de
mi+% T;
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Nous majorons |5?+l EP qui est le carré d’une somme de 4 termes par 4 fois le carré de chaque
- .27, -, 7
terme et utilisons I’inégalité de Cauchy-Schwarz, par exemple :

2 tn+% tn+%
PPh

1 mtd (tn+% — 5)20%h 1 (thr% _g)
AL Ty d < —_— 7d 2 1 d
At /t 2 op ep s | S 1 (/tn 1 S)(/tn 5| (@it )ds)

On integre ensuite en temps le polyndme pour obtenir :

2 1
1 2 (t”+‘ —3) h C "3 Bh
A 4 .1 _ A 5 2 1
At /t" 2 ot3 (xl+§’s> ds A ( t )/t" ’at3 ’ (xz+§7s> ds

De méme,

2

Ti41 i _ 2 93 Ti+1 3
l/ (@in —2) 0y gy gcxﬁ/ ’a 22, ") da

3
h T 2 Ox T
Et donc on obtient :
L [ P, J [ Ph,
|€;’+%7E‘2 < C|At /tn |%| (Tiy1,8)ds + At /n ‘(%3 (xi+%,s)ds

+

Tit1 83 it 2 83
3 / P e+ 1 / P et

. T
z+% g

Soit en regroupant les termes :
2 3 o Ph g [T Pe
el 0 |a0 [ G P ds b [ |5 s

On a alors en sommant sur ¢ une estimation de la norme dans L3 de €}’ , :

n+2
I ol < 0| | S nar [ ey ds | + 115 e

1
)

soit encore en permutant intégrale et signe somme

sl <c | [, a (Zhr . RCa >> ds-+ W 25 )
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h
ot3

(w;,1,s) représentant I’approximation ponctuelle aux points de la grille de 83h(:z:, s)on a
A .2
la majoration :

a3
Oh h
<Z h|% 2($i+§75)> < ||@(3)||§11

donc
nts 3 3
" 0°h e, .
il < | [, APIGEE I ds hISSEOIE:

2

Nous avons obtenu des estimations uniformes en espace. Pour la variable temps, on se place dans
le cadre des fonctions continues en temps de [0, 7] & valeurs dans un espace de Hilbert H. Soit
siu e C°0,T, H), on définit

lull oo,y = sup (lu(t)]] )
0,71

Nous obtenons alors une estimation uniforme en temps :

" h Pe
et el < © | AN o + 1 S oo

on en déduit I’estimation uniforme sur || /]| :

121l < C [AC(||h]lcsorm) + lellczorm)) + R ([lellcowr,azy + [|hllcowr,me))]

L’estimation étant uniforme, At Y7, || /7|l raméne juste 7" qui est une constante. Il ne reste plus
qu’a choisir et étudier le schéma de démarrage pour conclure sur la convergence et I’ordre du
schéma

Schéma de demarrage

1
Il consiste dans le choix des solutions initiales £} et H7.
E} doit approcher E(z,t = 0) = eq(x). Nous avons le choix entre 2 types d’approximation
(ponctuelle ou en moyenne). Dans chacun des cas, nous avons une estimation uniforme :

13l < Clleolls cas (4.8)

1E3]le, < Clleollz2  cas (4.9)

Nous avons aussi une estimation de I’erreur de convergence initiale sur £ :
lehglle, =0 cas(4.8)

leh glle, < CR?[legllz:  cas (4.9)
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1
H; doit approcher h(z,t = At/2). Nous avons de méme 2 choix d’approximation en es-
pace comme précédemment. La difficulté supplémentaire provient du décalage d’un demi-pas
de temps par rapport & la donnée initiale ho(z) = h(z,t = 0). Un premier choix est de prendre

1
H]f — hO,h

Nous établissons sans difficulté comme pour EY des estimations uniformes de stabilité, et on
étudie I’erreur du schéma. On a alors

1 1 _ 1 1
6li,H = 5}3,1{ = H; — Hy
En effectuant un développement limité, on a
_1 1 At
n— Hyp = Th;(xh,o)

On constate que le schéma n’est plus alors précis qu’a I’ordre 1 en temps. Le théoreme de conver-
gence montre gue méme si I’erreur de consistance est d’ordre 2 en temps et en espace le schéma
n’est que d’ordre 1 en temps si I’approximation du schéma de démarrage n’est que d’ordre 1.
Il est donc fondamental d’utiliser un bon schéma de démarrage pour obtenir I’ordre maximal
de convergence. Nous effectuons donc un développement limité a I’ordre supérieur pour obtenir
I’ordre 2 en temps :

_1 At At Oh
H;L% = h(z;,1, 7) = ho(wiy1) + 75(9@4%,0) + O(A#?)
@i p) op de :
Comme S ( H%,O):—%(xi%,o),ona.
Oh c Oe c
E(ZEFP%’ 0) = _T%%(»’UH%’ 0) = _T%(ChEi?)H% +O0(h?)

Nous choissisons donc comme schéma de démarrage :

c At
i+§7(

T

1

0
i+l ChEh)iJr%

1
Exercice 17. Etablir que, pour le choix précédent, I’erreur de convergence e; ,; = O(At?) +
O(h?).

Conclusion sur la convergence

Pour résumer, nous avons démontré que le schéma (4.10) était convergent d’ordre 2 en temps
et en espace. Rappelons les principaux ingrédients :
— déefinir une énergie discréte qui se conserve en I’absence de terme source
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— établir une condition sous laquelle cette énergie s’écrit en somme de termes positifs, cela
donne une condition suffisante de stabilité

— établir la continuité des solutions discrétes par une majoration uniforme en fonction de
I’énergie et des termes sources

— exprimer I’erreur de consistance et déterminer son ordre

— choisir le schéma de démarrage cohérent avec I’erreur de consistance

La généralisation au cas du systeme en 3 dimensions suivra la méme démarche, il suffira
d’établir :

— une approximation centrée qui permettra d’assurer I’ordre 2 . .

— une relation de dualité entre les approximations C), et B;, des opérateurs rot et — rot es-
sentielle pour définir I’énergie discréte

— la constante de continuité de I’opérateur B;, qui permet de déterminer la condition de
stabilité

Il est important de noter que I’on obtient I’ordre maximal du schéma que si la solution, donc
les données sont assez réguliéres. Dans le cas contraire, nous n’avons plus le droit d’effectuer les
développements limités et donc I’ordre observeé sera inférieur.

4.2.7 Notion de dispersion numérique

Nous allons aborder rapidement la notion de dispersion numerique sur le cas 1D, nous I’étu-
dierons plus en détail sur le systeme de Maxwell en 3 dimensions.

L’étude de la dispersion numérique consiste a déterminer quelles sont les solutions particu-
lieres de type e*(warnt=kz) Cette technique permet rapidement de déterminer sur grille réguliére
les propriétés des schémas numeériques. C’est un élément de I’analyse par transformée de Fou-
rier de la stabilité des schémas. On suppose  fixé et on regarde les valeurs wa, »pour lesquelles
e~iwarnt=kz) ast solution. S’il existe wa,, ayant une partie imaginaire positive, alors il peut
exister des solutions explosant au cours du temps. A I’inverse si les seuls wa; s, sont réels, les
solutions particulieres restent bornées au cours du temps et par transformée de Fourier inverse,
toute solution en temps fini reste bornée. On détermine ainsi rapidement une condition suffisante
de stabilite.

De plus le rapport wa: »/k permet de déterminer la vitesse numérique des ondes de nombre
d’onde k. Dans le domaine continu, nous avons vu que ce rapport était constant égal a c, vitesse
de la lumiére dans le vide. L’étude de la dépendance du rapport wa. /k s appelle la dispersion
numérique. Nous allons voir sur le cas 1D que ce rapport n’est plus constant et en tirer des
premieres conclusions. Nous nous plagons dans le cas homogene : ¢, = i, = 1. Nous injectons

4 N et L
dans le systéme discrétisé homogeéne (4.10) les quantités : E" = Ee~(warnt" k) et H :f
2
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1
7i(wAt,htn+7*k *i(wAt_’htnka

. n—Ll
7+%) et e_z(wAt,ht 2 _k‘xv)

He “i+4) et factorisons respectivement e
(
lAﬂt(e—iwAt,h% _ 6+Z‘WAt,h%) + %(elk% o e_ik%) — O7
C
1 E i At . At H 1. h i.h
S (eTwanns _teannDy 4 (2 — em2) =,
c At h

\

On obtient le systéme suivant, en notant o = %‘t le coefficient CFL :
—2iH sin “2420 1 02i B sin B = 0

. At .
—2iF sin % + a2iH sin % =0

On obtient la relation :

Nous retrouvons que sous la condition CFL, o < 1, pour tout &, les pulsations w A, , sont reelles,
le schéma est donc stable. On a de plus la relation suivante entre la solution positive wa¢ (k) et

k-
2 ) . kh
Wath = —— arcsin(a sin 7)

At
Un développement limité nous montre que

2Bl ogar) = 1 (@ " O(h3))

h 2

soit encore
warn = ke + O(At?) + O(h?)

Nous retrouvons ainsi directement que le schéma est d’ordre 2 en temps et en espace.

Analyse de la dispersion numérique

Il est important de remarquer que le rapport % n’est plus constant, les longueurs d’ondes
ne se propagent pas a la méme vitesse dans le schéma numérique, on dit que le schéma est
dispersif. La vitesse de phase dépend donc de &, soit de la longueur d’onde. Ce phénomene
s’appelle la dispersion numérique. La différence (¢ — warn(k)/k)t représente & un instant ¢ le
déphasage entre I’onde continue et I’onde numérique, déphasage dd a la discrétisation en espace.
Ce déphasage augmente au cours du temps c’est pourquoi il est important de bien le maitriser. On
trace donc les courbes de dispersion obtenues en tracant les variations du rapport entre vitesse
continue et vitesse de phase numérique :

q WALh
Ath =
ke
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en fonction de la quantité K = kh. On utilise en particulier I’inverse de nombre de points par
longueurs d’onde :

K h
G=—=—.
27 A
On obtient :
wh.at(k) 2 . (cAt . kh> 2 n(asi K>
= = arcsin(——sSsin — ) = —— arcsin(« sin —
h,at e Atke h 2’ T oK 2
qui s’exprime comme fonction de c et G :
(0, G) in(acsin =) = — aresin(asin(rG))
ql o, OéK I'CSIN (& S11 2 OéT('G arcsin( e Sin(m

Pour convenablement représenter en espace un signal sinusoidal nous savons qu’un critére de
maillage est de disposer d’au moins 5 points par longueur d’onde, il est donc largement raison-
nable de limiter la valeur de G & 0.5. Analysons le résultat obtenu :

— Quand « est fixé et h — 0 (et donc At aussi), on a

g, G)=1—(1—a*)K?/12+ - --

On retrouve que le schéma converge et est d’ordre 2 (et méme d’ordre infini si « = 1). En
raffinant le maillage, la dispersion diminue.

— Pour « fixé, la fonction G — q(a, G) est décroissante. Donc plus on a de points par
longueur d’onde plus ¢ est proche de 1. En particulier la dispersion est meilleure sur les
basses fréquences que les hautes fréquences. Les ondes numériques vont moins vite que
les ondes continues.

— pour G fixé, la fonction « — ¢(a, G) est croissante. Le meilleur schéma est donc obtenu
pour le plus grand « possible et limité par la condition CFL. Soit en 1D pour o = 1, on
a¢(1,G) = 1 on retrouve que le schéma est exact dans ce cas la, toutes les fréquences se
propagent a la méme vitesse.

— Sous la condition o < 1, on retrouve la stabilité du schéma puisque les w, (k) sont réels
quelque soit k. S’il existait des wy, a:(k) complexes alors une des deux valeurs solutions
aurait une partie imaginaire strictement positive et donc il y a aurait des solutions qui
explosent. L’analyse de dispersion est souvent utilisée pour trouver rapidement la condition
de stabilité d’un schéema.

— La limite quand o« — 0 correspond a :

1 1 2 K
¢(a —0,G) ~ pvele sin(7G) = = sin(r@) = % sin(g)
qui correspond a I’erreur de dispersion du schéma semi-discrétisé en espace. Et donc la
dispersion du schéma semi-discrétisé en espace est moins bonne que celle du schéma tota-
lement discrétise.
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DIMENSION 3

0.90

0.85-

F1G. 4.8 — Courbes de dispersion schéma explicite 1D, « = 0,0.2---0.8, 1

4.3 Etude du schéma FDTD pour le systeme de Maxwell en
dimension 3

Nous nous intéressons a la résolution du systeme de Maxwell re-dimensionné en 3 dimen-
sions d’espace. Dans toute la suite, nous supposerons que ¢, = u, = 1.

p

10H — =
EE(x,t)—i—rotE(x,t) =0,
10E — -
Ea(x, ) —rot H(z,t) =0,

r€R3t>0,

r€R3t>0,

x € R3,

x € R3.
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4.3.1 Leschéma de Yee

Présentation du schéma

b H b A —7
Nous rappelons I’expression de I’opérateur rot :

0 Ou, _ Ouy

— 0 ou, Ou,
tu=| — A = —

rot i 9 Uy 5 B

G| Oy O

0z ox oy

Nous suivons la demarche introduite en dimension 1 pour la direction = en décalant d’un demi
pas en temps et en espace les quantités couplées (E,, H.) et (E., —H,) (et donc les permutations
circulaires sur les directions) pour obtenir des approximations centrees.

Nous proposons d’approcher les champs E et H de la maniére suivante :

E "

S L1 1
zit+1.5k z,6,j+5.k+g
Ep =| By Hy's = | gt

fy o1 — . .
h y7lv.]+§7k h y,z—}—%,],k‘-ﬁ-%
n 1
. n+3
Z7Z7J7k+% . 21 . 1
sz+§7.]+§7k

On vérifie que £, et H,, sont positionnées au méme endroit en z et y et décalés d’une demi maille
en z et ainsi de suite par permutation circulaire. Nous proposons alors le schéma suivant :
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( 1 1
nt+3 _ghT2 n _mn n _mn
L1 1 1 1 . 1 E™ 1 E™ 1 E™ 1
1 zij+5,k+3 z,i,j+5,k+5 + 2,4,j+1,k+5 2,4,0,k+5 y,4,J+5,k+1 y,ij+5.k 0
c At Ay Az -
1 1
ntg -2 n n n n
S R el - S BN R CA N B 2 R L
1 vits5.0,kt+5 Y,it+5.5,k+5 + z,i+5,5,k+1 z,i+ 5,5,k z,i+1,5,k+5 z2,0,0,k+5 O
c At Az Az -
1 1
n++ n—z
A1, H U Er o B E" o1 —EM
1 zit3.0+5.k z,i+5,0+5.k + y,i+lj+5.k y,i,J+ 5,k z,it+5,j+1,k z,it+5,0,k 0
c At Az Ay -
(4.13) el el el el
n _pn—1 2 _H 2 H 2 —H 2
1 mitgak  witdgk zitditdk zitdi-dk + vitsakts yitdak-% 0
c At Ay Az -
— — _1 _1
En _En—l n—y _Hn 2 Hn 2 _Hn 2
1 widtdk  wigtdk  eigtdkbd  migtdk—3 + zitdgtgk zimgitgk 0
c At Az Az -
1 1 1 1
n n—1 n—3 -2 -3 n—3
BB T H H “1 a—H ° 1 1
1 z53kt3 Z05k+5 it 5.0kt g y,i—5.0,k+5 4 z,0,)+5,k+5 z,i,j—5,k+5 0
c At Az Ay -
\
Les 2 Grilles

La figure 4.9 présente sur une maille de la grille (¢, j, k) la position des inconnues discrétes.
L’intérét industriel d’une méthode de différences finies sur grille réguliére apparait immedia-
tement, aucun stockage de géométrie n’est nécessaire, les points sont repérés uniquement par
leur triplet d’indice (nombres entiers) et la donnée de Ax, Ay, Az suffit a déterminer les posi-
tions géométriques. Les inconnues sont elles aussi repérées par les indices (i, j, k) de la maille
élémentaire auquelles elles appartiennent.

On remarque que les champs E), sont positionnés au milieu des arétes de méme direction
alors que les champs H), sont au centre des faces perpendiculaires a leur direction.

En introduisant la grille duale, figure 4.10 dont les sommets sont les centres des cubes de la
grille initiale, on constate que sur cette grille duale les champs H,, sont positionnés au milieu des
arétes de méme direction alors que les champs E}, sont au centre des faces perpendiculaires a leur
direction. Cette dualité des grillei>est corﬂente avec le fait que dans les équations de Maxwell
les opérateurs intervenants sont rot et — rot et qu’il y a donc une symetrie des inconnues et des
équations que nous retrouvons dans le schéma discret.

Interprétation du schéma par la circulation des champs

Le schéma de Yee a éte introduit par une technique de type différences finies. Nous pouvons
en donner une autre interprétation en utilisant une méthode de type volumes finis.
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Hz (172, j#172, k%)

/Hy(mz.m,kﬂz)

—_—

Hx ({+1, j+1/2, k+1/2)

Ho b1, ktde2)

. p %m LB
, -
(WK} Ex(Hlia g, i)
b

FiG. 4.9 — La maille élémentaire du schéma de Yee

L _—

FIG. 4.10 — La grille initiale et la grille duale
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On considere la surface carrée S, figure 4.11 située dans le plan z, = kAz délimitée par les
droitesz =z, v = @1,y = yj ety = yj41.

Ex, i+1/2,j+1,k

N Hz,i+1/2,j+1/2k
Ey, i,j+1!2,k Ey, i+1 ,j+1;Q,k

>

Ex, i+1/2,jk
FI1G. 4.11 — Surface S dans le plan z = z;

Nous intégrons alors la composante en z de la premiére équation du systéme de Maxwell sur
la surface S :

10H, .
//(Caat _t)E))(x Y 2 d:z:dy_——//[{ T, Y, 2k dS+//rotE ds

ol dS désigne I’élément d’aire portée par la normale extérieure a la face S orientée dans le sens
trigonométrique.

Onnotealors H_ ; 1,1,

1
Hoirljein= M//SHZ(xvyvzk) ds

et on choisit une discrétisation centrée en temps autour de ¢" soit :

la moyenne de H., sur laface S :

n+1 n—%

AxAy zitg.0+5.k Hz,iJr%,jJr%,k
H .ﬁl? ' Y Zk
C dt I At

On utilise la formule de la circulation pour le terme en rot rot B :

//_EEdS:/E
S C

ou C désigne le contour orienté de S et 7 le vecteur tangeant orienté au contour. On note alors

E%H%M la moyenne de E - €, sur les arétes horizontales et E,;j+1 1amoyenne de E- €y sur

les arétes verticales, par exemple :
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On a alors directement :
/C E-7T=Ax(E, 10— Erirt jian) T AYE it n — Eyijiin)

On choisit de méme d’écrire I’expression au temps ¢™ et en regroupant les termes on obtient :

HnJr% . nfé
AzAy zitljtie ikl

c At

n n n n _
AT (B 1 B i ) FAYE e By i) =0

qui se compare exactement avec la troisieme expression du schéma de Yee :

n—l—% n—% En En En En
} zit+3.0+5.k z,i+é,j+$,k+ yyit1j+35 .k vidtgk  Twitggtlk it .5,k

=0
c At Ax Ay

En effectuant le méme raisonnement sur les autres sections carrées de la grille, puis sur la grille
duale, on trouve les 6 expressions du schéma de Yee.

Vitesse de propagation numérique

On s’intéresse au cone de dependance de chaque inconnue. Prenons pas exemple, £, ;. 1 ;
a I’itération n, quelles sont les inconnues auquelles il contribue dans les étapes suivantes ?

L aréte qui le porte appartient a quatre boucles de circulation, donc il contribue a I’étape
n+1/2a4valeursde H :

1 1 1 1
n+3 n+3 n+3 n+3

Yritg.dk—3 Yritg.dkts Zit5.0=5.k Zitg.0+5.k

Ces 4 champs H contribuent a leur tour a I’étape n + 1 aux 4 arétes qui entourent la face au
milieu de laquelle ils sont positionnés soit en tout 5 arétes suivant ¢, 4 arétes suivant ¢, et 4
arétes suivant €., voir figure 4.12 :

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
@it 3.0,k @it 3.0,k +1 @it 5.0,k—1 @it 3.1k @,it5.+Lk
n+1 n+1 n+1 n+1
yvzvjfévk ysz’»lv]*%vk y717]+%7k yvz+17]+%7k
n+1 n+1 n+1 n+1
Z,i,j,k*% Z7i+17j7k7% Z7Z'7.j7k+% Z7i+17j7k+%

Il est facile alors de voir que tous ces champs £ comme H sont situés sur des points contenus
dans I’octaedre régulier centré autour de i + %,j, k et de distance aux sommets h, voir figure
4.6. En fait, I’octaédre est légerement tronqué dans la direction = puisque les points i — %, j, ket
i+ 2,7,k ne sont pas atteints, les plans extrémes rencontrés sont les plans = = z; et x = ;4.
Une composante de champ se propage plus vite (a la vitesse V..., = h/At) dans les directions
transverses que dans la sienne propre.
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FI1G. 4.12 — Propagation numérique de £, sur une itération

En effectuant la méme analyse qu’en dimension 1, la condition nécessaire de convergence est
que la sphére de rayon cAt doit strictement étre incluse dans le cone de propagation numérique,
les points de distance minimale sont les mémes que dans le cas scalaire, on en déduit que la
condition nécessaire de convergence est

>
VAN
Sl

4.3.2 Propriétés discretes du schéma de Yee, analyse par méthode énergeé-
tique

Nous allons introduire quelques notatlons qui faciliteront I’étude du schéma de Yee

On note C), I’ operateur vectoriel sur Ej approchant dans le schema I’opérateur rot et By
I’opérateur vectoriel sur H, approchant dans le schéma I’opérateur — rot. Le schéma de Yee
s’écrit alors sous forme vectorielle :

(4.14)

On remarque que I action de ¢, sur un champ E}, donne un champ posmonne comme Hy,
de méme I’action de Bh sur un champ Bh donne un champ positionné comme Eh

On note alors C, respectivement Y, C¥ les opérateurs de dérivation discrets dans les di-
rections e, respectivement ¢,, €, sur des positions entieres a valeur sur les positions décalées et
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laissant les autres directions inchangées. Par exemple

i Uit1,0,8 — Ui,o,3
CZuh o — s &y [t
( h )z+2,a,ﬂ Ar

On note B;, (resp B!, BF) les opérateurs de dérivation discrets mais sur la grille décalée, envoyant
des données positionnées aux demi indices a valeur sur les positions entieres. Par exemple

uav/@7k+% - ’U/Ol,ﬂ,kfé

Az

Nous avons démontre que les opérateurs C}* et Bj' étaient 2 a 2 duaux I’un de I’autre dans la
mesure ou les positions n’intervenant pas dans la dérivation sont les mémes. Nous pouvons alors
facilement exprimer C', et B;, en fonction des opérateurs 1D.

(Bun)ape =

CIE.;, — CFE, —~BJH.,+ BfH,
ChEn=| CFE,, —CiE., B,H,=| —BFH,,+ BiH.,
CiBEyp —ClE, —~BiH,,+ BlH,

Nous pouvons alors énoncer le résultat de dualité suivant :

Théoréme 7. Les opérateurs B, et Cy, sont duaux I’un de I’autre
(6hEh7 ﬁh) = (_Eh7 ghﬁh)
Démonstration.

(éhEh, ﬁh) - +(C}];Ez7h, H%h) - (O}]ny,ha H%h)
+(O}]§Eac,hu Hy,h) - (C}Z;Ez,ha Hy,h)
+(O;LEZJL7 Hz,h) - (C}JZEx,ha Hz,h)

On remarque que E. j, et H, j sont positionnés au méme endroit pour les directions différentes
de y, on peut donc utiliser la dualité des opérateurs 1D, C, B; pour le premier terme. Le méme
raisonnement s’applique aux autres termes, donc :

(6hEh7 ﬁh) = E.p, —Bin,h) — (Eyn, —BFH,.)

)

Ex,ha _BgHy,h) - (Ez,ha _BéHy,h>
Ey,ha _B}ZLHz,h) - (ECCJM _B;LHz,h)

O
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Ayant établi le résultat de dualité, nous savons qu’il nous faudra une estimation de la norme
de I’opérateur By, pour obtenir la condition de stabilité. Essayons d’estimer || B, Hy,|| dans le cas
ouAxr = Ay = Az = h,

|Bubnl® = || = B Hen + ByHynl* + | = BfHon + BiHonll® + || = BiHyn + Bl Ho ol

En utilisant la majoration (optimale car le sup est atteint quand a = b), ||a + b[|* < 2(||al|* +
16]|%), et les estimations déja établies sur les opérateurs 1D, on a

| BrHy|” < 4— ([ Hopll* + | Hynll? + |1 Hop]1?) < ||th|2

<73
Nous trouvons alors par méthode énergétique une condition suffisante CFL : o < % ce qui est
plus contraignant que le résultat attendu par le critére de vitesse numérique du schéma en 3D :
a < %

La majoration précédente n’est donc pas optimale. En fait le schéma a d’autres propriétés
remarquables en lien avec I’analyse effectuée dans le cas continu.

Dans le domaine continu, nous avons la propriété sur les opérateurs différentiels :

N — = . — — — —
Au = Vdivu — rot rot u
Cette propriété, associée a la conservation de la divergence :

ddiv(e, E)
ot B
et .
ddiv(u,H)
ot
permet de montrer que E et H vérifient I’équation des ondes vectorielles. Nous allons démontrer
dans le cas discret I’équivalent de ces deux propriétés.

=0

Equivalent discret de la relation A = V div — rof rot

Un équivalent discret de — rot rot H est Cy, B, H,,
CU( Z yh—i-B Hx h) C}]f(—B}]foyh-f-Bsz?h)
CwByH, == | C¥(—=BIH.,+ BFH,,) — Ci(=BiH,, + BiH,)

Ci(=BfH,p + BiH. ;) — C)(=BLH., + BEH, )
qui se réecrit :

(CLB}, + CF¥Bf)Hp — G B Hyp — CEBLH.. 1
ChByH, == | (C¥B¥+CiB)H,,—C¢BIH,, — CiBIH,,

(CiBi, +CiB)H., — CiBfH,, — C)BFH,
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Nous voulons faire apparaitre un équivalent discret du lapacien, A. Cet opérateur n’a pas la méme
expression en fonction des champs auquels il s’applique. H,. j, étant positionnéen (i, j+ %, k+%),
on definit : o

Ay = B)Ch, + CiB}, + Ci By,
On peut alors definir I’équivalent discret fTh,H du Laplacien vectoriel sur FIh

AgppuHep = (BiCL + C) B} + CEBF)H,
ApyHy= | AypuH,, = (CiBi + B/CI + C¥BYH,,
A,puH., = (CiBj + CiB] + BFCFH.,,
On a donc en ajoutant et retranchant les quantités adéquates :
(Bi.Cj, + CLB}, + ChBf)Hup — CL B} Hyp — Oy ByH.p — BCj.Ho
C,ByH, = | (CiBi + B.CI +CFBYH,, — C*BIH., — C:B H,, — BIC/H,,
(Ci B + C\B] + BFCHH,,, — CiBfH,, — C]BfH,, — BFCFH,,
Les opérateurs Cf* et B,f commutant des que « # (3, on obtient
AppHep — Bi(CiHyp + CFH, j + CiH, )
ChBuHy = | AyppuHyn — BI(CEH., + CiH,, + CIH, )
A.puH., — B (CiHyp + CiHy,h +CrH, 1)
On note divy, y I’opérateur discret s’appliquant a H,
divy g Hy = CiHypp+ CIH, ) + CFH,

div,, g Hj, est une approximation centrée de div H aux points (xH% Yjds z,H%).
On note alors V;, y I’opérateur discret s’appliquant a des suites w;, positionnées aux points
(%31, Y41, 242) défini par

Bfluh
Vi — J
Vhﬂuh = Bhuh

k

6h,Huh est une approximation centree de Vu, qui renvoye un vecteur positionné comme H,.
Nous avons alors :
CnByHy, = ApyHy, — Vi g divy g Hy,
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En se souvenant que Ch approxim)e@ et By, approxime — r—o’)c, nous venons de démontrer I’équi-
valent discret de A = V div — rot rot appliqué a des champs Hj, :

A'h,Hﬁh = ﬁhf[ diV}hH ﬁh + éhéhﬁh

Il est facile de démontrer qu’une relation semblable existe appliquée & des champs Ej,, les
définitions des opeérateurs discrets A; g, V), g, div,, g devant étre adaptées au positionnement des
champs E, sur la grille (on échange les roles des By et C})

Conservation de la divergence en discret

Nous allons établir (qu’en absence de sources), il y a comme dans le domaine continu conser-
vation de la divergence des champs.

Théoreme 8. Les solutions du schéma de Yee (4.14) en I’absence de termes sources veérifient :

. —»n+l . 1 X — 1
leh,HHh 2= leh,H Hh 2= leh,H }f n > 1

et
divy, g EP = div, g EP ' = divyg Y n>1

Démonstration. On applique I’opérateur div,, ; a la premiere équation de (4.14) :

. —»n+l . —»n_l
Vdivy g H, * —divy g H, *?
c At

-+ dth,H 6hﬁh =0

Or,
dth,H éhﬁh = C}ZL(C}]LEZJL - C]'InyJl)
+C(CEE,p — CLE. 1)
+CR(CLE,, — C)Eyp)

= 0

car les opérateurs C* et C,f commutent dés que o # (5. On en déduit immédiatement
. —n+i . —p—1
leh,H Hh 2 — leh,HHh 2=0

La deuxiéme relation se montre de méme en utilisant div,, g Eh = 0. Nous avons utilisé les
équivalents discrets de div rot = 0. 0

Remarque 35. Nous avons défini pour simplifier le schéma de Yee pour des matériaux homo-
genes, ¢, = u, = 1. En réintroduisant les permittivité et perméabilité discrétes, le résultat
devient :

— =

. —n+i . :
divp, g (prpH, ?) = divy, g (e Hy )
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et
dthyE(G,«,hE;:) = dthyE(G,«,hE}?)

qui est I’équivalent discret de la propriété des solutions continues :

div(p,H)(x,t) = div(u,H)(x,0) vVt >0

et

— —

div(e E)(z,t) = div(e.E)(z,0) YVt >0
En regroupant les résultats, nous pouvons énoncer le théoreme d’estimation :

—»l —
Théoreme 9. En I’absence de termes sources et si divy, y H? = div,, g £}, pour toutn > 1, les
solutions du schéma de Yee en 3 dimensions Vérifient :

1 BHy 21 < oo [1Hy 2
M

et
L 12 =
ICLER P < hTHEhHQ
M

ou Ay, désigne un pas moyen défini par :

3
har = 1 1 1
\/WJFAT,ﬂLE

qui est bien égal a h si Az = Ay = Az = h.

Démonstration.
— — 1 =g — 1 — 1 — — 1 — 1 — — 1 =
|BuHy 2 |* = (=ChByH, ™2 Hy %) = (= Ay yHy 2 Hy ) 4 (Vi div g B2, Hy'2)

— 1
En utilisant la nullité de div, ; A, 2, ona
|BuH, *|I* = (-AwuH, *,H, *)
. +l . +l +l
= ||CiH, ;21> + | By H, 2 II> + || BEH,, |

gl Lol 41
+ 1B Hy 7 P+ 1 H, 7 |IP + | BEH,, |2

gl R 41
+ B 1P+ B H 2 |1P + | CRH |2

IN

R s LAl

O
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Nous pouvons établir de fagon strictement similaire a la démonstration en dimension 1, le
résultat de stabilité par méthode énergétique pour le schéma de Yee en 3 dimensions avec comme

condition CFL
1

1 1 1
\/A:E2 + Ay? + Az2

cAt <

soit
cAt 1 V3

har \/5_ 3

qui est bien la condition nécessaire obtenue en utilisant le cone de propagation numérique sur
grille réguliére et I’on peut vérifier par essais numériques que c’est la condition CFL maximum.
Nous laissons le soin au lecteur de Vérifier la convergence avec ordre 2 en temps et en espace en
géneralisant les résultats obtenus en dimension 1.

4.3.3 Analyse de stabilité par ondes planes, dispersion numérique

Nous allons effectuer par Fourier I’analyse de stabilité du schéma de Yee. Nous avons vu
dans le cas de la dimension 1 que cela consistait a évaluer la dispersion numérique.

Nous allons donc chercher pour un vecteur d’onde k = (k,, ky, k,) fixé quelles sont les
solutions de type e ~#(wasnt=F-7)

, ; — — . n = — +l — . nt+t 7 ;-

On écrit donc £ = E%e—i(warnt” ki) gt [1'"2 — [j0¢—i(warnt™" 2 k1) ayec évidemment
xy, positionné au bon point de la grille en fonction des composantes des champs.

Rappelons les propriétés de I’opérateur C; quand il opere sur une onde harmonique :

o (ke , .

,SIH(T{E)e—l(wAt’htn—k":Ei‘l»%’ayB)

21

i, —i(wag pt™ —k:ma )
(O( bt B))H—Q,a,@_ Ar

sm( 2 £)

On voit que C} agit comme un opérateur multiplicatif de valeur 2i . De méme par

Az
exemple,
—i +3 _Fz sin(k=82) -
by —iwaent"T2—kT, o, 1) . 2 —i(warnt" T2 k%,
(By(e ORI ) Bk = QZTze (waen 0:4)

Bl agit comme un opérateur multiplicatif de valeur QZM La propriété s’étend sans diffi-

culté aux autres indices. En utilisant I’expression de C, ( Bh ) en fonction des C}' ( B;Y) , on
obtient le systéeme vectoriel :

—2@ Hosmw“” +22k ANEY =0

—2@ Eosmw“T”At ik A H® =0
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ou on a noté k;, le vecteur :

sin( —kfzm )

Ax

1 kyAy
P = sin(=57)

Ay

sin(szAZ)
Az

On en déduit : L L
H® k,=E°- k,=0

relation qu’on aurait obtenue en utilisant les équations sur la divergence des champs. Les seules
ondes harmoniques électromagnétiques pouvant se propager ont des champs E et H orthogonales
a la direction définie par k..

On en déduit aussi que E£° - H° = 0. Le systéme s’écrit alors :

— — — — . w 7At
|kp|?E® = < H° A ky sin “242=

2

70 A b 1 0 i wArhAt
H® Nk, = 5 E” sin =25

et donc, en éliminant H7° A Eh, on obtient :

- - 1 . WA At -
]kh\QEO = (—c t)2 sin? 7t’2}l E°
Nous obtenons la relation de dispersion .

At .
sin® ”A% = (cAt)?|Ey |2

qui est bien I’extension en 3 dimensions de la relation établie en 1D (prendre k, = k. = 0) :

2 ko Ax :
.y warpAt 5, SIn° 2R sin
sin” —— = (cAt)“( A2 + N + A2 )

2 kyAy s 2 k. Az
—5 sin” ===

La condition de stabilité est d’assurer des solutions réelles a wa, 5 quelque soit k. On obtient

1 1 1
(CAt)z(AxQ + A + Az2) <1

soit encore :

1
cAt <

Vit b
qui est exactement la condition CFL trouvée par la méthode énergétique.
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Si les pas sont les mémes dans les 3 directions égaux a h, la relation de dispersion devient :

sin? wAt’QhAt = (Cft)z(sin2 % + sin’ % + sin’ %)

On constate que non seulement le schéma est dispersif mais qu’il aussi anisotrope, la vitesse
des ondes harmoniques dépend de la direction de I’onde.

Pour simplifier, nous illustrons cette notion d’anisotropie pour le cas particulier de la dimen-
sion 2. Nous laissons en exercice la généralisation a la dimension 3.

On introduit I’angle de la direction de I’onde par rapport a la grille, soit 6 = arctan(k,/k,),
et k = \/kZ + k2 le nombre d’onde, la dispersion s’exprime maintenant en fonction de o, K et
0:

2 K 0 K sin g
q(a, K, 0) = e arcsin(a/(sin? % 4 sin? %)%)

Un développement de Taylor donne :
¢, K,0)=1—(1—a*— %sin2(20))K2/24 + O(K*)

Donc on constate qu’on approche la vitesse a I’ordre 2 et de fagon inférieure pour les fréquences
qui nous intéressent. Le fait que ¢ dépende de I’angle @ signifie que le schéma introduit une
anisotropie numérique, pour une fréquence donnée, un « fixé, les ondes ne se propagent pas a la
méme vitesse dans toutes les directions.

Pour § = /4, on obtient I’expression suivante :

2 K
q(a, K,m/4) = e arcsin(v/2a sin —=)

22

Donc le cas le plus favorable est obtenu pour la valeur de o maximum égale a o0, = —,

S E

q(a = g,K,ﬂ'/Zl) =1

Le schéma n’est exact que dans les directions diagonales pour la valeur maximum de la CFL.
Pour « fixé, on remarque que le schéma est de moins en moins dispersif pour ¢ variant entre 0
et /4. Le cas pire correspond a la propagation dans les directions du maillage. De méme on
observe que le phénomeéne de dispersion est accentué quand la CFL diminue. C’est pour cela que
les logiciels de calcul travaillent a CFL maximum!!! Nous présentons ci-dessous différentes
courbes de dispersion pour des valeurs angulaires fixées permettant de voir I’influence de la CFL

ainsi que des courbes d’anisotropie représentant pour diverses CFL (paramétrées par v = L)

Odmax
I’influence des paramétres N = 1/G nombre de points par longueur d’onde et ¢ direction de
I’onde.
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F1G. 4.13 — Courbes de dispersion2D a6 =0,y =0,0.1---0.9,1
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0.90—
0.85-
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FIG. 4.14 — Courbes de dispersion2D 46 = 7 /6,7 =0,0.1---0.9,1
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FIG. 4.15 — Courbes de dispersion2D a6 = n/4,v = 0,0.1--

Diff Finies 2D, Gamma=1,N=2-25-3-10-100

[l
B L —
EEINAR D
)\ N
b

F1G. 4.16 — Courbes d’anisotropie a cfl max, v=1

0.9, 1
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Diff Finies 2D - Gamma=05-N=2-25-3-10-100
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F1G. 4.17 — Courbes d’anisotropie a cfl max/2, v=0.5

Diff Finies 2D - Gamma=0-N=2-25-3-10- 100
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)

F1G. 4.18 — Courbes d’anisotropie du schéma semi-discrétisé, v=0.
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Chapitre 5

Représentation intégrale des ondes en
dimension 3 - équations integrales

5.1 Introduction

Ce chapitre est une introduction a la méthode des équations intégrales, le chapire suivant
traitera de la méthode des éléments finis de frontiere qui en est la version discréte. Le principe
est le suivant : on veut résoudre une équation aux dérivees partielles (EDP) linéaire a coeffi-
cients constants dans un domaine intérieur ou extérieur, avec des conditions aux limites et des
conditions a I’infini. On suppose connue la solution élémentaire vérifiant les conditions a I’in-
fini de cette équation écrite dans tout I’espace. On se ramene d’abord a I’équation homogeéne en
résolvant «explicitement» I’équation avec second membre (ou terme source) dans tout I’espace
par convolution du terme source avec la solution élémentaire. On utilise ensuite un théoréme de
représentation intégrale qui donne une expression explicite de la solution du probléme homo-
géne en tout point de I’espace. Cette expression intégrale fait intervenir la solution élémentaire
et des fonctions définies sur la frontiére qui sont les sauts de certaines traces de la solution sur
la frontiére, comme les sauts de pression et de vitesse normale dans les problémes d’acoustique.
Ces traces sont des inconnues du probléme. On démontre également que tout champ représenté
ainsi (avec des fonctions quelconque définies sur la frontiére) vérifie I’'EDP dans le volume et
les conditions a I’infini. Pour qu’un tel champ soit solution du probleme aux limites, il ne reste
plus qu’a imposer les conditions aux limites sur le bord. Ceci conduit a I’équation intégrale. On
a ramené un probléme aux limites posé dans un volume (éventuellement infini) a une équation
intégrale posé sur le bord de ce volume.

Le plan du chapitre est le suivant : nous commengons par quelques rappels mathématiques
sur les distributions de simple et double couche, la convolution et la formule des sauts déclinée
en plusieurs versions pour les opérateurs différentiels usuels.

Nous étudions ensuite le rayonnement d’une source dans I’espace libre. Le champ solution
est obtenu en convolant le terme source, i.e. le second membre de I’équation, avec la solution
élémentaire. Nous développons plus particulierement le cas particulier des sources surfaciques.
Ceci nous amene a introduire et étudier les principales propriétés des potentiels de simple et
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double couche.

Dans le 85.4, nous établissons le théoreme de représentation intégrale des solutions régulieres
de I’equation de Helmholtz en dehors d’une surface fermee et vérifiant la condition de radiation
de Sommerfeld a I’infini. Les opérateurs donnant les valeurs de la solution sur le bord vérifient
des propriétés intéressantes, en particulier, celles de projecteurs (de Calderdn).

Nous montrons ensuite comment ramener la résolution des problémes de Dirichlet et Neu-
mann intérieurs et extérieurs pour I’équation de Helmholtz a des équations intégrales avec in-
connues sur la frontiere. Nous étudions ensuite les relations entre les problemes d’EDP et les
différentes équations intégrales obtenues.

Dans le §85.6, nous étudions quelques applications de la formule de représentation, en dehors
des équations intégrales. En particulier, nous faisons le lien avec des formules que le lecteur
aurait vu par ailleurs : propriété de la moyenne et la formule de Poisson pour les fonctions
harmoniques, la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes.

Le 85.7 donne quelques géneralisations de la notion de fonction de Green et de la formule de
représentation intégrale.

Dans le dernier paragraphe, nous étudions les opérateurs intégraux rencontrés précédemment
a des densités dans des espaces de Sobolev. Nous établissons les proprietés de continuité et des
estimations de coercivite dans le cas de fréquences complexes. Les démonstrations utilisent les
prorpiétés de problemes d’EDP avec conditions de transmission a travers la frontiere.

5.1.1 Conventions et notations

Dans toute la suite, nous supposerons que I" est une surface bornée réguliere et découpe
I’espace en deux ouverts : un ouvert borné et un ouvert non-borné. L’ouvert non-borné sera
appelé I’ouvert extérieur et noté Q¢, I’ouvert borné I’ouvert intérieur et sera noté Q°. La normale
unitaire 77 sur I" est orientée de I’intérieur vers I’extérieur. Pour une fonction u réguliere jusqu’au
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bord dans * et ¢, nous notons w* sa restriction a Q° et ¢ sa restriction a Q¢ :

u'  dans O
u =
u® dans Q¢

Nous définissons le saut de la trace de u a travers I' comme
[u] = u’ — u®

Dans tout le chapitre, quand nous travaillons en domaine fréquentiel, nous adoptons la
convention de dépendance en temps en e~ méme si ceci n’est pas systématiquement rappelé.

5.2 Distributions de simple et double couche

Dans ce paragraphe, nous rappellons sans démonstration quelques résultats pratiques de la
théorie des distributions, fondamentaux pour établir les résultats de ce chapitre. Pour plus de dé-
tails, nous renvoyons le lecteur au cours d’Analyse MAT431 «Distribution, Analyse de Fourier».

5.2.1 Définitions

Soit o une fonction réguliére définie sur I". Rappelons qu’on appelle distribution de simple
couche de densité o sur I" la mesure de Radon s(o) = o(x) dI'(z) :

(5(0), ) = / o(2)p(z) d0(z) Yy € D(RY)

C’est une distribution d’ordre 0 a support dans I'. Par exemple, en électrostatique, une densité
volumique de charge p dont I’épaisseur (du support) est tres petite est souvent approchee par
une densité surfacique de charge o en intégrant p sur I’épaisseur. Cette densité de charge est
modélisée par I’objet mathématique s(o).

On définit également la distribution de double couche de densité . notée d(pu) :

(@, ) = [ W35 @)d0w) o € DE)

Ona

0
/,u(x)—(p(x) dl'(z) = lim (/ Mcp(z + d7i(x)) dI'(z) — / M(p(x) dF(x))
En développant ces calculs, on démontre que le potentiel de double couche est la limite de la
somme de deux potentiels de simple couche de densités opposées sur la surface I" et une surface
I's obtenue en déplacant les points de I" d’une distance § suivant la normale. D’ou I’origine
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du terme «double» couche. C’est la généralisation au cas d’une surface de la notion de dipdle
ponctuel. Plus précisément, on remarque que pour tout ¢ € D(R?)

<ﬂu%w>::(Au@Mﬁ@-V¢@ﬁﬂX@
= (s(um), V)
= —(div (s(un)), )

d’ou la relation
d(p) = — div (s(ui))

5.2.2 Produit de convolution
Rappelons que si f € L} (R™) et ¢ € D(R™), on peut définir f x o par

loc

(f*¢)(x) = . f)e(x —y)dy

f * @ estdans C(R™). De plus, si ) € D(R™), on a

[ @@= [ (Fev)@ew)d

n

ol f(z) = f(~).
Cette définition se généralise a D’ « D : pour T' € D'(R") et ¢ € D(R™), on pose

(T ) (@) = (T, p(z —))

qui appartient & C>°(R™). Par exemple

(5.1) (xw*@@»:/wu—yw@mnw

T

Comme s(o) est d’ordre 0, on peut facilement montrer que la formule est valable pour ¢ conti-
nue.

On généralise ensuite ce produit a D’ = £, i.e. convolution d’une distribution quelconque et
d’une autre & support compact. Pout 7’ € D'(R™) et S € £'(R™), on pose

(T +S,0)=(S,T*yp) VYoc DR
ou T € D'(R™) (T, ) = (T,p).Ona
supp(T = S) C supp(T) + supp(S)

Pour a € R", notons 7, I’opérateur de translation de vecteur a, i.e. pour ¢ € D(R"),
T.p(2) = ¢(x — a). Pour T' € D'(R™), on définit 7,7" comme suit

(1T, ) = (T, 7_ap) Vo € DR")
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Ona
To(U* Q) = Toux @ = u* Ty

Si 4, désigne la masse de Dirac en a, on a
Og ¥ U = ToU

En particulier, ¢ est I’élément neutre : 7"« 6 = T pour tout 7" € D’(R").
Si U est une application linéaire continue de D(R™) dans lui-méme qui commute avec les
translations, i.e. 7,U = U, pour tout a € R™, alors il existe v € £'(R™) tel que :

Up=uxy Vo € D(R™)

Les équations aux dérivées partielles linéaires sont des cas particuliers d’équations de convolu-
tion. En effet, la dérivée s’écrit comme une convolution

0T =0T

et 0%0 € &'(R™).
Le produit de convolution est commutatif. 1l est associatif sous condition : (T1 * T2) x Ty =
T, * (T2 * T3) si au moins deux des trois distributions sont a support compact. Exemple :

(5.2) O¥(T*8)=0%%*(T*S)=(0T) S =T % (0°9)

si S ou T est a support compact.

Le produit de convolution est continu : si 7,, — T et S,, — S dans D/(R") etsi S, et .S sont
dans £'(IR™), avec des supports inclus dans le méme compact, alors 7;, x S,, — T * S.

Enfin, signalons que si F est C* en dehors de I’origine et si ¢ est une distribution a support
compact, alors E x g est C*> en dehors du support de q.

5.2.3 Formule des sauts

Soit u une fonction réguliére par morceaux dans R3, qui subit un saut a travers une surface
I" réguliére orientée. On note ¢, resp. ¢, I’ouvert situé du coté intérieur, resp. extérieur, de la
normale.

On note entre accolade une distribution définie par une fonction réguliére en dehors de T'.

Ainsi, on peut noter
u® dans € Q°
u={u} = A 4
u' dans €

et
out

a.fL'i

dans € Q°

dans € (*
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La formule des sauts donne la valeur d’une dérivée partielle de u au sens des distributions en
fonction des dérivées partielles de u¢ dans Q¢ et «* dans )’ et du saut de  :

53) ot = {5 b= sl

Cette formule se décline sous plusieurs formes pour des champs scalaires et vectoriels. Soit de
plus A = {A} un champ de vecteurs régulier de part et d’autre I', nous avons les relations
suivantes :

(5.4) V {u} = {Vu} — s((] )

(5.5) div {A’} - {dmf} — s([A- 7))
(5.6) a{g} — {SEA'} NN)
57) A fu} = {Au} — (194 + d(f)

En raisonnant, composante par composante, on voit que cette derniére formule est également
valable pour un champ vectoriel. Mais en utilisant la décomposition suivante du Laplacien vec-
toriel : N

AA=VdivA —rotrot A
on trouve :

A{A} = {AA} — s([div A7) + s([rot A A i)

(5.8) ~ —
— Vs([A - 7)) + rot s([A A 7i])

5.3 Rayonnement d’une source dans I’espace libre

5.3.1 Rayonnement d’une source quelconque

Nous avons rappelé au paragraphe 3.2 la notion de solution élémentaire d’une équation aux
dérivées partielles et son utilité pour calculer une solution de I’équation avec second membre
dans I’espace libre, i.e. dans tout I’espace, sans conditions aux limites a part les conditions de
comportements a I’infini. Nous avons calculé la solution élémentaire £ de I’équation de Helm-
holtz vérifiant la condition de radiation de Sommerfeld :

ezk\ax\

~ Adnjz|
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Plus précisément, £ vérifie :
—(A+kE)E =45 dans D'(R?)
et 5
lim r (—E — zkE) =0
r—00 (97"
Soit T € &'(R3) une distribution a support compact, la solution de
—~(A+E)p=T dans D'(R?)
qui vérifie

Op
Ii L _ikp) =0
i (G i)

p=FExT

est donnée par

Comme E est de classe C*> dans le complementaire de I’origine, d’apres ce qui a été rappelé
au 85.2.2, p est C*> en dehors du support de 7', la condition de radiation s’entend ainsi au sens
classique.

Dans les paragraphes suivants, nous donnons quelques exemples de solutions avec des sources
a support ponctuel, surfacique ou volumique. Nous insistons sur le cas des sources surfaciques
qui sont a la base de la formule de représentation intégrale dans un ouvert intérieur ou exterieur.

5.3.2 Sources ponctuelles

Considérons I’équation de Helmholtz avec un terme source ponctuelle monopolaire placée
en un point y
— (A, + E)p(z,y) = T(y)d,(z) dans D'(R?)

p Vvérifiant la condition de radiation. p est donnée par

plz,y) = T(y)(E xdy)(x) = T(y) E(z —y)

En notant
eikk’j_yl

G(z,y) = m

la fonction de Green du probleme, p s’écrit :

p(x,y) =T(y)G(z,y)

Remarque 1. Nous avons noté explicitement (et artificiellement) une dépendance de la constante
T en fonction de y pour faire le rapprochement entre la formule obtenue avec ce qui viendra dans
la suite.
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Au paragraphe 3.2, nous avons également calculé, dans le cas des équations de Maxwell, le
champ électromagnétique rayonné par des sources élémentaires du systéeme du premier ordre : les
dipdles électrique et magnétique. Transposons cette analyse au cas de I’équation de Helmholtz.
Remarquons que I’équation du second ordre

—~(A+E)p=T  dans D'(R?)
avec p satisfaisant la condition de radiation a I’infini, est équivalente au systéme du premier ordre

1
T
ik
—ikv + Vp = 0

—ikp + divi =

p et U satisfaisant la condition de radiation a I’infini. C’est le systeme de I’acoustique linéaire ou
p est la pression et ¢/ la vitesse (a un facteur poc pres).

Nous pouvons alors considérer des sources ponctuelles élémentaires localisées en un point y
pour le systeme :

—ikp + div,7 = Q(y)d(z —y)

dans D'(R?)

ou Q(y) et ﬁ(y) s’interprétent (a une constante pyc pres) comme un debit et une force. Comme
plus haut, Q(y) et F'(y) sont des constantes. p est alors solution de

—(A, +k)p=T dans D'(R?)

avec 7' source ponctuelle (plus générale qu’une masse de Dirac) :

(5.10) T = ~ikQ(y)d(x — y) — div, (F(y)o(z — y)
De méme, o vérifie
— (Vo dive +k%) T = =V, (Q(y)d(x — y)) — ikF(y)d(x — y)
Pour se ramener a I’équation de Helmholtz vectorielle, utilisons la relation (A.8) :
A = V div — rot rot

En appliquant le rotationnel a la deuxiéme équation du systéme (5.9), nous trouvons

— 1 — —
rot v = T rot, <F(?J)5($ ?J))

(car rot Vp = 0). Nous en déduisons

—(A+K)T=5
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avec
- 1 _
(1) §=-V. Q) —y) + - (~ 1ot 10t +k?) (Fy)i(z —y))
En convolant la solution élémentaire E avec les seconds membres (5.10) et (5.11), on trouve :
(5.12) ) L= )
P@,y) = —ViGla,y)Q(y) + - (—rot, rot, +4*) Gla,y) F(y)

En remplacant la vitesse v par :

— N ]_ —
V=0+—F(y)i(z —y)
ik
Ie.
p=lyv
BRTA
et en posant :
_ 1 =
P=-—F
ik
nous obtenons le nouveau systéme :
—tkp + div V o=

q
o . dans D'(R?)
—ikV 4+ Vp =0

oll maintenant, V' est & rotationnel nul dans D’(IR?) et au lieu d’une source de débit et une source
de force, nous avons uniguement une source de débit somme d’un monopdle et d’un dipdle :

4= Qy)slz —y) - div, (P(y)s(z — )
En effet, si

P=pi
le deuxiéme terme est la limite au sens des distributions de deux monopéles positionnés en deux
points trés proche y & 7/, d’amplitudes opposées +P/s :

mw<ﬂwax—w):ﬁ@yv¢@_yy:mn5<ax—y+§m—5@—y—gw)

s—0t S
Le lecteur démontrera ce résultat proprement en testant la formule avec des fonctions réguliéres.
V' vérifie directement :
—(A, + KV = —V.q
d’ou la nouvelle expression pour la vitesse :

—

(5.13) V(z,y) = —V.G(2,y)Q(y) + V. div, (G(x,y)ﬁ(y)>

Remarque 2. En développant ces expressions en coordonnées sphériques, le lecteur reconnaitra
dans la formule de la pression le début du développement multipolaire (3.9), avec uniquement
les termes en [ = 0 (monopdle) et I = 1 (dipdle).

Page 175/275



CHAPITRE 5. EQUATIONS INTEGRALES

5.3.3 Sources volumiques

Considérons maintenant des sources étendues a support compact. Soit 7 une fonction régu-
liere a support compact, la solution de

—~(A+E)p=71  dans D'(R?)

est donnee par

(5.14) p(a) = | Glz,y)7(y)dy
R
En travaillant avec le systéme du premier ordre de I’acoustique, équivalent a I’équation de Helm-
holtz :
—ikp + divi = ¢

. D/RB
ki + vp — j GsSDRY

avec g et fdensités volumiques de débit et de force, fonctions réguliéres a support compact dans
R3, on obtient les nouvelles formules de représentation :

—

.19 ) = =ik [ Glamaldy —div [ Gl fludy

3

et

—

(516)  F(x) ==V | Glz.y)a(y)dy - (i,fﬁtw) G(x.y)fy)dy

R3 R3

Développons le terme en «rot rot». On a

— —

rot, G(x,y) f(y) = V.G(x,y) A f(y)
mais
va(xa y) = —VyG(.T, y)
En utilisant la formule d’intégration par partie (A.6), on trouve :

—

— —_— =
rot | G(z,y)f(y)dy= | G(z,y)rot f(y)dy
R3 R3
Le lecteur refera ce calcul proprement, en régularisant G au voisinage de y = z et passant a la
limite grace au théoréme de Lebesgue, la singularité en 1/r étant intégrable.
D’ou la nouvelle de représentation de la vitesse :

i) = =V [ Glewwiy
(5.17) X K2 . .
——r1ot | G(z,y)rot f(y)dy — ik | G(z,y)f(y)dy

Zk' R3 R3
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5.3.4 Sources surfaciques - Potentiels de simple et double couche
Potentiel de simple couche

Considérons une surface fermée réguliére I' découpant I’espace en un ouvert borné ¢ et un
ouvert non borné ¢, tel que décrit au 85.1.1.

Nous nous intéressons a des sources localisées sur I'. Soit 7 une fonction réguliére définie sur
I, on note s(7) la distribution de simple couche sur I" de densité . La solution p de

—(A+k)p=s(r)  dansD'(R?)
verifiant la condition de radiation est donnée par :
p=FExs(7)
p est dit potentiel de simple couche, et I’opérateur S défini par
ST = FE xs(1)
est appelé opérateur intégral de simple couche.

Théoreme 10 (Le potentiel de simple couche). Pour toute fonction 7 réguliere définie sur I", le
potentiel de simple couche p = St a les propriétés suivantes :

1. p est une fonction continue dans R3, de classe C* en dehors de T,

(5.18) S7(z) = /FG(x, y)1(y)dl (y) pour tout » € R?

On note S I’opérateur S composé avec I’opérateur de restriction sur I'. C’est I’opérateur
qui a une fonction 7 définie sur I" associe la fonction S définie sur I" par :

(5.19) St(x) = / G(z,y)T(y)dl(y) pourtoutx € I’

2. p est solution de I’équation de Helmholtz homogene en dehors de I" :
—(A+k)p=0  dansR*\T
3. p vérifie la condition de radiation de Sommerfeld. Plus précisément, on a la formule de

champ lointain suivante :

ikr

(5.20) St(z) = er Ar(v) + O (:—2)

ouz =rv,r=|z|et

(5.21) Ar(v) = ﬁ /Fe_ik”'yT(y)dF(y)

est dite amplitude de diffusion (ou de scattering)
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4. Les dérivées normales intérieure et extérieure sur I" sont données par

g_p = —i—g + D*r
(5.22) ane
e
on 2
ou
. oG
(5.23) D*r(x) = a—(x, y)7(y)dT (y) pourz € I’
r ONg

le noyau OG/0n, ayant une singularité en 1/|x — y| et est donc dans L!(T"). Ainsi, la
dérivée normale de p subit un saut égal a 7 sur I :

) _ () () _,
on| \on on)
Démonstration. 1. Comme vu plus haut au 85.3.1, p = E « T est C*> dans le complémentaire

du support de 7' € &£'(R?). Ici supp s(7) = I'. Pour démontrer la continuité a travers T,
régularisons E pres de I’origine, par exemple en posant pour § > 0 «petit» :

E(zx) silz|>4§
Es(x) = ks
i <
w5 lz| <6

E; est continue. On a d’apres 8§5.2.2

ps(z) = Es * (1) (2) = /FEg(x —y)7(y)dl(y) Vr e R3

Soit x € I'. En remarquant que dans le plan tangent en z a I, I’élément d’aire est rdrdd
(coordonnées polaires centrées en z), on voit que la singularité en 1/|z — y| est intégrable
surT,i.e. E € L'(T"). Donc I’intégrale

[ G
r
est convergente et le théoréeme de Lebesgue permet de déduire que
[ Este = prwiir) — [ Gpr@)ir) quands -0
r r

D’autre part, d’apres 8§5.2.2 (continuité de la convolution) :

Es*s(t) — Exs(t) quandd — 0
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d’ou
(5.24) pa) = [ Glaprirg) Ve R

De méme, en remarquant que G(z, -) est uniformément dans L' (T") pour z dans le voisi-
nage de x € T', le théoréme de Lebesgue permet de montrer que

plr) = lim p(z) = lim p(y)

z—x,z€00 z—x,2€0¢e

pourtoutz € I'.
2. p Vérifie I’équation de Helmholtz homogeéne en dehors de I, puisque

—(A +K?) <E * s(7’)> = —(AE + K*E) x 5(1) = 0 % 5(1) = s(7)

et le support de s(7) est T

3. Calculons le comportement de potentiel de simple couche p quand » = |x| tend vers
I’infini, pour une direction d’observation 7 donnée

U= dans la sphére unité.

||

Pour y € T', donc borné, on a uniformémenten y :

w—y| = (2 —2z-y+|y)"
1oy Yy e
= 7“(1 2v " + 2 )

De méme,

D’ou

et la formule (5.20).
4. Démontrons d’abord que pour x € T, le noyau

oG S
0—m(x’y) = 7i(r) - V.G(z,9)
est dans L*(T'). Une analyse sommaire indique que
oG e'kle=yl _ 1 .
)= =g (%~ ) () )

Page 179/275



CHAPITRE 5. EQUATIONS INTEGRALES

a une singularité en 1/|z — y|? qui est non intégrable sur I". En fait, nous allons démontrer
que cette singularité est en 1/|x — y|. En effet, une surface réguliére peut étre décrite au
voisinage de x comme le graphe d’une fonction réguliére o a variable dans le plan tangent
enx:

&=p(¢) avec

¢ = (&,&) € TT, (plan tangent & T" au point x), I’axe des &5 étant suivant 7. On a

A
nt

I y
5

X i'

©(0)=0 et Vp0)=0

d’ou
(y— ) di(z) =& =) = O(I¢']")  pour &’ = o(1)
D’autre part
|z —y* = €] + & = O(I€]*)

d’ou

(z —y) - 7i(z) = O]z — y*)
Pour = € T, la singularité du noyau OG/dn,, estdonc en 1/|z — y|. On en conclut qu’il est
également dans L*(T"). Il en est de méme pour dG/dn,, (démonstration analogue).
Calculons la dérivee normale du potentiel de simple couche intérieure, comme la limite :

(52) 0= Folo+07iw) = tim o) - VSr(a -+ o)

Pour la dérivée normale extérieure, nous prendrons la limite quand s tend vers O par valeurs
positives.

Soit donc s # 0 de signe fixé et ¢ > 0 deux distances suffisamment petites devant les
dimensions de T. Notons z = z + s7i(z), 2 est dans 2 si s < 0 a dans Q¢ si s > 0 (pour s
suffisamment petit). Notons I'. I’intersection de I" avec la boule B(z, <) de centre = et de
rayon . Découpons I’intégrale en deux :

fi(z) - VSr(z) = / ii(2) - V.G, y)r ()AL () + / fi(x) - V.G (2, y)7(y)dT (y)

I\I.
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Pour chacune des deux intégrales, nous allons faire tendre s vers 0 (& signe fixé) etas > 0
fixé suffisamment petit, puis nous ferons tendre  vers 0.

La deuxiéme intégrale ne pose pas de probleme. En effet, a  fixé, le noyau est régulier au
voisinage de z et

lim / ) VG )T () = / O (o, y)r(y)dr(y)

z—x,z€QHUNE I\I. anx
D’autre part, nous avons démontre plus haut que le noyau

oG

8—m($’y)

est L'(T") pour z € T, on a donc

oG

T anm

lim /F . 1i(z)-V.G(z,y)7(y)dl'(y) = (2,y)7(y)dI'(y)+o(1) = D*7(x)+o(1)

z2—x,z€QHUNE

pour ¢ petit.
Traitons la premiére intégrale. Pour ¢ petit, la fonction 7 étant réguliére, on a

/ i(2) - V.G (2 y)r(y)dLa(y) = (r(z) + O(e) / fi(2) - V.G(z, y)dT.(y)

€ €

Ona

i(r) - V.G, y) = ~Z— WD) | g ( ! )

drlz —yf? [z =y
L’intégrale sur I'. du terme en 1/|z — y| étant en O(<), nous sommes ramenés au calcul de

1 (z —y)-7(z)

— T
i s ) £ o)

/F ni(x) - V,G(z,y)dl(y) =

Utilisons la paramétrisation introduite plus haut pour estimer cette derniére intégrale. Dans
la base locale (¢',&3), (& dans le plan tangent 7, I" et &5 suivant 7i(x)). on a

=(0) = (o)
(z —y) -7i(z) _ s —¢(£) :

ool (1g + (s — ele)?)”

L’élément d’aire est donné par :

ce qui donne

0T = /1 + [Vep()2d¢’ = (1+0(e?))de’
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Comme & = O(e) et p(&) = O(|¢']?) = O(e?), si I'on prend s = O(g?), on peut se
ramener a calculer I’intégrale dans le plan tangent :

=970 e oren [ e 2y ge
/I‘Ewdrs(y)—(1+0( ))/E (‘5‘ + ) d¢

ou Q. € TT, est I’ouvert de paramétrisation de I'., qu’on pourrait choisir pour simpli-
fier comme étant le disque de centre I’origine (x) et de rayon e (celui-ci définissant I'..).
L utilisation des coordonnées polaires facilite les calculs :

/ s(|§’|2+52)_% g’ = 27?3/ p(p2+52)_% dp
. 0
= —2719/Ei (p2+52)7% dp
o dp

= 27 <sgn(s) —s(e* + 52)’%>

On conclut que pour s = O(e?) ona:

/ () - V.G(z, y)dT(y) = —Sgnz(s) +0(e)

£

c.a.d. F1/2 (a e prés) suivant que s tend 0 par valeurs positives ou négatives, c.a.d. si z
tend = en venant de Q¢ ou de ©2°. D’ou la formule (5.22).
O

Remarque 3. Comme nous le verrons plus loin, I’intégrale

/ y—2)-ny)
. ly=2P
qui est équivalente a I’intégrale que nous cherchions a calculer, est I’angle solide sous lequel
on voit I'. depuis z. En prenant ¢ petit, I'. ressemble a un disque plat, et en rapprochant z de
x & une distance trop petite devant ¢, I'. apparait comme un plan infini. L’angle solide est +27
suivant la position de par rapport a la normale.

dl(y)

Potentiel de double couche

Considérons maintenant le systeme du premier ordre avec ¢ et f des densités surfaciques de
débit et de force. Pour des raisons qui apparaitront plus loin, considérons le cas particulier d’une
densité de force normalea I :

f=or
ou 77 est le vecteur normale unitaire sur I". Le systéme s’écrit
—tkp + dive = s(q)

/(T3
_ikd + Vp = s(¢n) GSDR)
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ou s(q) et s(¢m) sont les distributions de simple couche de densités ¢ et ¢7i. Les mémes calculs
que précédemment conduisent a

—(A+ E)p = —ik s(q) — div s(¢n)

ou I’on reconnait dans le terme source, la somme d’une distribution de simple couche et d’une
distribution de double couche

d(¢) = — div s(¢i)
U vérifie
—(A+ k)T = —Vs(q) — (ik rot rot +zk) s(¢i)

1

Nous en concluons les expressions suivantes

(5.25) p = —ik Sq — div S(47)
et
1 —
(5.26) 7=—-VSq— (E rot Tot +zk> S(¢i)

Nous avons déja etudié dans le paragraphe précédent les propriétés du potentiel de simple couche,
i.e. le cas ¢ = 0. En particulier, nous avons demontré que la composante normale de la vitesse
est discontinue sur I :

70 = —% — D%q
(5.27)
i = +1_py
2
d’ou le saut
[0 1i] = —q

Dans la suite, nous supposons ¢ = 0 et nous précisons les expressions de p et @, en particulier
sur I'. Pour cela, introduisons I’opérateur D défini par

(5.28) Do = E +d(¢) = — div S(¢d)

D est appelé opérateur intégral de double couche. p = D¢ est dit potentiel de double couche.
Nous appelons vitesse associée a p le champ de vecteurs défini par I’équation :

(5.29) b= ik (Vp—s(¢i)))  dans D'(R®)
1
qui a I’expression :

(5.30) 7= (% rot rot +z’k) S(6ii)  dans D'(R?)
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Théoreme 11 (Le potentiel de double couche). Pour toute fonction ¢ réguliere définie sur I,
le potentiel de double couche p = D¢ a les propriétés suivantes :

1. p est une fonction de classe C> en dehors de T', et pour tout z dans R* \ T, on a

a—G(:v, y)o(y)dl'(y)

(5.31) p(x) =

( ) T any

2. p estsolution de I’équation de Helmholtz homogene en dehors de I" :
—~(A+E)p=0 dansR*\T

3. p vérifie la condition de radiation de Sommerfeld. Plus précisément, on a la formule de
champ lointain suivante :

(5.32) Do(z) = etTAcb(V) +0 (:—2)
ouz =rv,r=|z|et
(5.33) A6(w) == [ o) iy) - v)ar(y)

est dite amplitude de diffusion (ou de scattering)

4. p est discontinu a la traversée de I'. Pour = € T, les traces intérieure et extérieure sont
données par

¢(z)

(5.34) 4(2)

pi(z) = Zﬁlifglem Do(z) = t—t Do(z)
avec
(5.39 Doe) = [ S p)sarty)  veer

Le noyau G /dn,, ayant une singularité en 1/|z — y| et est donc dans L*(T"). Ainsi, p subit
un saut de —¢ a la traversée de I" :

5. L’expression (5.30) de la vitesse v associée a p = D¢ est équivalente a la suivante :

(5.36) 7= —% rot S(fotr ¢) — ikS(67)  dans D/(RY)

1
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6. La dérivée normale de p est continue a travers I" et vaut

Ip'’ _ O0p°

on om0
ou
(5.37) No(x) = —rotr S(rotr ¢)(z) + k*7i - S(¢ii)(x) Vo €T

Remarque 4. rotr et Et} sont des opérateurs différentiels surfaciques. Ils dérivent tangentiel-
lement sur I". Si I" étant un contour dans le plan, ils correspondraient a la dérivée par rapport
a I’abscisse curviligne. Le lecteur est renvoyé a I’annexe A.4 pour une introduction rapide et
élémentaire a ces opérateurs.

Démonstration. 1. Comme précédemment, p = E * d(¢) est C*> en dehors du support I" de
d(¢). En x € R?\ T, nous avons

p(z) = — div / G, 1)6(y)(y)dT(y) = — / V.G(x,y) - i(y)é(y)d(y)

Ce qui donne I’expression (5.31) en remarquant que V,G(z,y) = =V, G(z, y).
2. Mémes arguments que pour le potentiel de simple couche.
3. Nous avons déja démontré que

r2

G( ) eikr ik N o 1
r,y)=——¢€ —
Y=ty
De méme,
VyG(l‘, y) - —ZI{JVG(ZL’, y)
D’ou le résultat.
4. Nous savons déja que pour x € I" le noyau

oG

a—ny(%y)
aune singularité en 1/|z—y/| intégrable sur I'. Comme plus haut nous calculons pour z € T
les limites
@)= i [ S site) o))
xTr) = 11m — (T sn(x
P s—0,5<0 [ Ony, VIO 4
et

p@)= tim [ 2 1 sit(e), y)o(y)dr(y)

s—0,5>0 T any

Comme plus haut, nous considérons s # 0 de signe fixe et ¢ > 0 deux distances suffisam-
ment petites devant les dimensions de I". Notons z = x + sii(z), z est dans Q' si s < 0
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a dans Q¢ si s > 0. Notons I'. I’intersection de I" avec la boule B(z, <) de centre z et de
rayon . Découpons I’intégrale en deux :

oG oG oG

(z,9)o(y)dl(y) = (z,y)o(y)dl(y) + (z,9)0(y)dl (y)

r Ony r. Ony I, on,

Par exactement les mémes arguments que plus haut, la deuxieme intégrale conduita D¢(x)
quand z tend z, puis ¢ tend vers 0.

Pour la premiére intégrale, nous sommes ramenés a calculer I’intégrale

/’@—y%ﬁwwr

Amlz —ylP T °

Mais par continuité de la normale, nous avons

(y)

St

i(x) + O(lz —yl)
et |z —y| = O(]z — y|), donc

@—y%ﬁ@%_ﬁ—y%ﬁ@)+0( 1 )

Am|z —yPP  Axz—yP |z — vy

L’intégrale du reste en 1/|x — y| sur I'. étant O(e), nous trouvons

[Eo0 Ty [ i

dr|z —y? 4r|z —y|?

déja calculée plus haut. D’ou le terme F¢ /2.

. Considérons la formule de représentation (5.30) de . Développons le terme en «rot rot».
Pour cela, régularisons E : E,, = E * ¢, 0U ¢, est une suite régularisante, et en notant
Gn(z,y) = E,(x — y), on a toujours

V.Gu(z,y) = =V,Gp(z,y)

On a ainsi

ot / Gl y)B(y)(y) dT () = — / (V, Gl ) A 7i(y)) 6(y) dT(y)

D’apres la formule (A.24) de I’annexe A.4, le gradient se décompose en gradient tangentiel
(dérivées tangentielles) et gradient normale (dérivée normale) :

aGn —
V,Gn,9) = Viy Gl ) + 522 2, 9)7(y)
Y

Ainsi
V,Gr(z,y) AN1i(y) = Vi Gz, y) Ai(y)
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D’autre part, d’apres la formule (A.26) de la méme annexe :
VF,yGn(xa y) A ﬁ(y) = IRF,y Gn('xa y)
D’ou
rot / Go(z,y)o(y)ii(y) dl'(y) = — / rotr (G (2, 9)) d(y)dT (y)
r I

Enfin, en utilisant la formule d’intégration par partie (A.37), on trouve :

=t / G )6(y) AT (1) — / G, ) ot B(y)dT(y)

En passant ensuite a la limite, avec la méme justification que plus haut, nous trouvons
(5.38) 10t S (1) = S(rotr )

Ainsi, tot S (¢17) est C*> en dehors de I', continue a la traversée de T

6. Le gradient de p est lié a la vitesse ¢ par (5.29). Les limites sur I" intérieures et extérieures
des composantes normales du gradient de p et de ¢ sont donc égales. 1l est plus aisé d’étu-
dier celles de v avec I’expression (5.36).

Le terme en ikS(¢ri) est continu & travers T" (pour toutes ses composantes). Concernant le
terme en «rot rot», remarquons que d’apres la formule (A.30) de I’annexe A.4, la compo-
sante normale du rotationnel est une dérivée tangentielle de la trace tangentielle :

i - Tot S(rotr ¢) = rotr S(rotr ¢)

Elle est donc continue puisque S(Et)r ¢) est continue a la traversée de I'.
]

Remarque 5. Nous sommes passés par la formule de représentation de ikt et une intégration
par partie pour calculer la dérivée normale du potentiel de double couche. En s’attaquant aux
calculs de la dérivée normale directement avec la formule du gradient

VD¢ = -V divS(¢i)  dans D'(R?)

nous aurions été génés par la singularité de type distribution de simple couche. En effet, la
vitesse est un champ de vecteur régulier par morceaux, alors que le gradient de la pression est
la somme d’un champ de vecteur régulier par morceaux (le gradient de p dans Q¢ et dans Q°) et
d’une distribution de simple couche sur I" :

VY divS(it) = — (5% S(rotr ¢) — k25(¢ﬁ)) +s(pit)  dans D'(R?)
De fait, le lecteur vérifiera que I’expression formelle suivante

o) . , . 0*G
%(m) = —ni(z) - VdivS(¢n) =

(z,y)o(y)dl (y)

T anxﬁny
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fait intervenir un noyau non intégrable qui a une singularité en 1/|z — y|3, dit noyau hypersin-
gulier.

Cette expression provient de I’intégrale d’une densité surfacique de dipdles (5.13) (formule
en V div + une masse de Dirac), alors que I’expression (5.37) vient d’une densité surfacique
de forces normales a I" (5.12) (formule en «rot rot —k2»). D’ailleurs, pour donner un sens a
I’intégrale du noyau hypersingulier, on a recours a la notion d’intégrale au sens des parties
finies, ce qui revient en fin de compte a retirer la distribution de simple couche, avec des calculs
plus compliqués dans la pratique.

Remarque 6. Pour mieux comprendre la différence entre les formules de v’ et Vp, faisons une
analogie avec le cas 1D. Soit f la fonction définie sur R par

1,
T pourz <0
f(x) =

§x2+1 pour z > 0

et soit ¢ la fonction définie sur R par
La dérivée de f est donnée par

f' n’est pas égale g dans D'(R), mais

f'(x) =g(x)  dansR\{0}
et les limites en 0 a droite et a gauche existent et sont égale

1. , — 1. / — 1. — 1.

g, flo) = Jip flo) = Jip, g@) = Jim a(w)

f est I’'analogue de p, g I’analogue de k4. On congoit qu’il est plus facile de manipuler ¢ qui
est une fonction plutdt que f’ qui est une distribution. ..

5.4 Théoreme de représentation intégrale

5.4.1 Rayonnement en présence d’un obstacle

Dans ce paragraphe, nous étudions la représentation intégrale des ondes dans un ouvert Q°
intérieur ou ¢ extérieur et en regime fréquentiel. La représentation en régime temporel s’en
déduit par I’utilisation de la transformée de Fourier. Nous nous intéressons donc aux solutions
de I’équation de Helmholtz dans R \ T' = Q' U Q¢ qui Vvérifient la condition de radiation de
Sommerfeld & I’infini :

—(A+k)p=T  dansD'(Q'UQ°)
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pour une distribution 7" a support compact dans Q° U Q¢. Nous avons déja vu dans le paragraphe
5.3 comment résoudre ce probleme dans D’(IR?) en convolant 7" avec la solution élémentaire F.
En fait, une distribution & support compact dans un ouvert O est aussi une distribution a support
compact dans R3. Dans le cas présent, en remarquant que 7" est dans £'(R?) et nous pouvons
d’abord résoudre I’équation de Helmholtz avec le second membre 7" dans D’(R?)

—(A+E)p™ =T  dans D'(R?)

p™ vérifiant la condition de radiation a I’infini. On se ramene ainsi aux résultats du paragraphe
précédent. p* est I’onde qui existerait en absence de la frontiere I'. C’est ce qu’on appelle champ
incident. Nous sommes ainsi ramenés a travailler avec le champ diffracté p*¢ = p—p™ qui verifie
I’équation homogeéne dans Q* U Q¢

—(A+E)p* =0 dansD'(Q'UQ)

p est appelé champ total.
Sans restreindre la généralité du propos, nous étudions dans ce paragraphe la représentation
intégrale des solutions de I’équation de Helmholtz sans second membre dans Q° U Q°.

5.4.2 Solutions de I’équation homogene en présence d’un obstacle

Théoreme 12 (de représentation intégrale). Soit p une fonction réguliere jusqu’au bord de part
et d’autre de I". On note p* sa restriction a Q?, p° a °. Les sauts de p et de sa dérivée normale
sont notes i et \ :

_ b e _@_apl_ape
p=Ipl=p"—p )\_lﬁn}_ﬁn 5, surl

Si
—(Ap' + K*p") =0 dans D'("),

et
—(Ap® + k*p?) =0 dans D'(Q°),

pe satisfait la condition de radiation de Sommerfeld a I’infini :

Tlirgor (% — ikp) =0
alors p est la somme d’un potentiel de simple couche et d’un poentiel de double couche :
p=8\A\—Du  dans D'(R?)
Plus précisément, on a les formules de représentation intégrales suivantes :

(5.39) p(x) = SA(z) — Du(z) pour z € Q°U Q'
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et

(5.40) (p'(z) + p°(z)) = SA(z) — Du(x) pourz €T

N | —

D’autre part
Vp = VSA + (r?t S(rotr ) — kQS(uﬁ)> —s(uii)  dans D'(R?)
Plus précisément, on a les formules de représentation intégrales suivantes :
(5.41)  Vp(z) = VSA(z) + (BE S(rotr ) (x) — k?g(uﬁ)(x)) pour z € Q' U Q°
et
op*

(5.42) % (g—iz(x) + n (:1;)) = D*\(z) — Nu(x) pourz € T’

ouousS, S, D, D, D* et N sont les opérateurs intégraux introduits dans le 85.3, dont nous
rappelons les expressions :

[ S\@) = [ G pour z € R?
Du(z) = ﬁg—z(x,y)u(y)dF(y) pourz € R\ T
Du(z) = —diV/FG(:r,y)u(y)ﬁ(y)dF(y) pour z € R*\ T
SX@) = [ Gl pour z €
o4 Dp(z) = Fg—z(ﬂc,y)u(y)OlF(y) pourz € T
D) = [ 5w ut)dr) pour € T
Nu(e) = —rotr [ Glavy) ot n(y) ar(y)
[ Glag)n()ily) i) dT(y) pours €T

\

Démonstration. D’apres la formule des sauts (5.7), la pression p vérifie
—(A+ k)p=s()\) —d(u) dans D'(R?)
ainsi que la condition de radiation a I’infini. Donc

p=FExs(\)— Exd(p)
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D’apreés les résultats des théoremes 10 et 11, on a
E xs(A) =8\

et
Exd(p) =Dp

On a aussi I’expression de ces opérateurs pour z dans QU et sur I'. De méme pour le gradient
de p. Ceci termine la démonstration.

La différence avec ces théorémes, c’est que les fonctions A et ;. ne sont pas forcément
connues.

Nous allons dans la suite donner une démonstration plus élémentaire de la premiére partie
du théoreme, la représentation de p, ne faisant pas appel aux propriétés de la convolution des
distributions.

Soitz € Q = Q'UQ° etsoite > 0tel B(z,e) C Q. Notons Q. r I’ouvert Q2 privé de la
boule de rayon e centrée en x et tronque a I’infini par la sphére de rayon R > 0 assez grand :

Qer = Q\ (B(z,e) U{|z| > R}). La formule de Green nous donne :

RO
=0 c =0

0= /Q . (8o(y) + Kp(y)) Gl y)dy - /Q (MGl y) + K G, y)ply)dy =

/m <%(?J)G(x,y) - g—g(:p, y)p(y)) dy(y)

ou 7 est la normale extérieure a 2. Rappelons que la normale 7 sur I est orientée vers I’extérieur
de Q. 00 p = S. USRrUT*UT® ou I’on a distingué la frontiére commune de Q* et Q¢ pour
pouvoir distinguer les termes de bords de I’intégration par partie venant de I’intérieur et ceux
venant de I’extérieur (qui viennent avec le signe opposé). Dans les intégrales sur I'¢, ona 7 = 1,
alors que dans les intégrales sur I'°, on a 7/ = —, d’ou

op oG

emessur = [ (e | 32| ) = G @bl ) arty

T

qui forment le membre de droite de la formule de représentation.

termes sur Sy = /S ((% — z’kzp)G(m,y) — (g—lz(w,y) — ikG(%?J))ﬁ(?J)) dSr(y)

p est solution de I’équation de Helmholtz homogéne en dehors d’une boule et vérifie la condition
de radiation de Sommerfeld, et par suite d’aprés les propriétés des fonction de Hankel et le
développement multipolaire de p, ona:

(%—z‘kp) :O(%) etp:O(%)
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uniformément en (6, ¢). Il en est de méme pour G (expression explicite). L’ intégrant est donc
O(1/R?) ce qui prouve que I’intégrale tend vers 0 quand R — oo (dSgr = R%dS}). Il reste les
termes sur S.. Ici la normale est rentrante dans la boule B(z, ). Le gradient de p étant borné par
une constante C' au voisinage de x, on trouve que le premier terme sur S, tend vers 0 :

ap eike

C
- S. < — X 4qe?
5. Ovdme (y)’ = pe 70T

La continuité de p en x permet de conclure pour le deuxieéme terme sur S. :

e SH) = (2 + i) [ p)dSiy) = —pl) + OC)

s. vy .

~— ———
=dme? (p(:v)—i—O(e))

Ceci démontre la formule pour un point = dans €2. Soit maintenant = sur I'. Les termes sur I'
sont remplacés par des intégrales sur I' \ B(x,¢). Le noyau G(zx,y) est C*> pour y # z, et a une
singularité en 1/|x — y| en z, intégrable sur T, et par conséquent

/F\B@,g) Gy [g—ﬂ Warw) ~ [ 6y) [g—g} ()dr(y)

D’apres le theoréeme de Lebesgue.
D’autre part, nous avons vu plus haut (dans la démonstration du théoreme 10) que pour une
surface I" réguliére au voisinage de = € I', le noyau

8—ny(x’ y)
a également une singularité en 1/|z — y|. On en conclut qu’il est également dans L!(T") eton a

0Ca) o [ 6te)
/F\B(M) on, [p](y)dl /r on, [p](y)dl

Ce sont les termes sur S, qui n’ont pas la méme limite que plus haut. En effet la boule B(z, ¢)
n’est plus incluse dans 2, mais se partage entre Q* et Q¢. S. = S’ U S¢, asymptotiquement deux
demi-spheres de rayon ¢ (¢ petit).

— /Sé (g—i/(x,y)p(y)) dSé(y) = Z;Z (zk - é) /Sé pi(y)dSs(y) _ —%pi(a:) +O0(e)

-

v~

=2me? (pi(:v)—i-O(e))
Idem pour I’intégrale sur S¢. D’ou le résultat pour z € I O

Remarque 7. Ce théoréme donne la représentation intégrale de ce que nous avons appelé plus
haut un champ (ou onde) diffracté(e). Mais le champ incident p™* = E * T est C> en dehors
du support de 7" que nous avons supposé compact (7' € £'(Q2)) ou T' € £'(Q¢)), en particulier
supp(7’) n’intersecte pas I'. \ et . sont donc également les sauts des traces du champ total.
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Remarque 8. Pour représenter les solutions de I’équation de Helmholtz dans I’un des deux ou-
verts ¢ ou ¢ unigement, il suffit, par exemple, de considérer la fonction nulle dans le deuxieme
ouvert pour se ramener aux hypothéses du théoreme de représentation. En effet, la fonction nulle
vérifie I’équation homogeéne ainsi que la condition de radiation (dans le cas de I’ouvert exte-
rieur). Dans ce cas, les sauts sont + les traces.

Remarque 9. Attention : ce théoréme nous dit uniquement comment représenter les solutions de
I’équation homogéne en fonction de certaines quantités sur le bord, A et . que nous ne connais-
sons pas forcément, et non de résoudre un probleme aux limites. Dans le paragraphe 5.5, nous
utilisons cette forme de la solution pour imposer les conditions aux limites. Ceci conduit a ce
qu’on appelle une équation intégrale. La résolution de celle-ci donne accés a A et y, et par suite
a p et son gradient partout dans I’espace grace a la formule de représentation intégrale, ce qui
résout le probléme aux limites.

Remarque 10. La formule de représentation se généralise au cas d’une surface I" lipschitzienne.
Les relations sur le bord sont alors vérifiées presque partout sur I'. En particulier, supposons
que I" est reguliere par morceaux et que x se trouve sur une singularité géometrique (diédre,
coin, pointe de cone...). Dans la démonstration, interviennent les facteurs aire(S?)/(4x) et
aire(S?)/(4m). Pour une surface réguliére, S* et S¢ ressemblent & deux demi-spheres pour ¢
suffisamment «petit», d’ou le facteur 1/2 devant p’ et p¢. Ces facteurs doivent étre remplacés par
les rapports a 4 des limites des angles solides intérieur et extérieur de S* et S¢. Par exemple,
sur I’aréte d’une cube, ces facteurs sont 1/4 et 3/4, et sur le coin de celui-ci 1/8 et 7/8. La
notion d’angle solide de cette singularité sera rappelée dans le paragraphe 5.6.3.

Remarque 11. Le théoreme est valable pour & réel ou complexe et méme pour £ = 0. C’est la
condition a I’infini qui change. Par exemple, pour k = k; + ik € C avec k; > 0, le choix du
noyau de Green

etklz—yl ik1|z—yl

—kala—y| €

G R = — = T ———
(=,9) 4|z — y| 4z — y|

exponentiellement décroissant a I’infini, correspond & un champ dans ! a I’infini. De méme, le

choix du noyau
1

Glz,y) = m

correspond a une condition champ nul a I’infini pour £ = 0.

5.4.3 Projecteurs de Calderén

Théoreme 13. Soient 1 et A deux fonctions régulieres quelconques définies sur I". Alors la fonc-
tion p définie par

(5.44) p=8\—Dp  dans D'(R?)
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est solution de I’équation de Helmholtz dans Q7 U Q¢ et vérifie la condition de radiation a I’infini,
et les traces intérieures et extérieures de p et de sa dérivée normale sont données par :

A I
: ——D SA
b (2 )“+ I 1
(5.45) apz' = 7 = 5 + H \
on —N,u + (5 + D*> A
et
: ( ! D) L s
p 2 s I p
(546) ape = I — _5 + H )\
ou H est I’opérateur
-D S
i=( v o)
Ainsi 5
4
{0n} 1= [p]
De plus, les opérateurs
I
Ci==+H
5 +
et I
=
Ce 5
sont des projecteurs, i.e. ils satisfont :
(547) 012 = CZ'7 Ce2 = Cea Cz + Ce =1

On les appelle projecteursde Calderén intérieur et extérieur respectivement. Les relations (5.47)
peuvent s’expliciter de la maniere suivante :

(5.48) DS = SD*
(5.49) ND = D*N
9 1
(5.50) D*~ SN =7
*2 I
(5.51) D? NS =~
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Démonstration. Démontrons la propriété de projecteur intérieur. Etant donnés p et A, nous défi-
nissons p par

p=8\A\—Dypu
En remarquant que
1 7 e\ __ 1 ,u_ e 2
S0 +p) = =5 =+ 35

et la manipulation analogue sur les dérivées normales, les relations de traces (5.40) et (5.42) nous
disent que

i

p
I 1%
i =(=-+H
81? <2 + ) ( A )
on
Considérons maintenant la fonction w? définie de la maniére suivante :

wi(z) = { p(x) siz e

0 sinon.
D’apres le théoreme de représentation intégrale on a
w'=8q— Dy
avec g = %—ff et ¢ = p'. Les relations de trace donnent cette fois :
’LUi pi / pi
ow' = apz‘ = (5 + H) apz‘
on on on

o) (5)-Gem) (1)

Pour démontrer la propriété de projecteur extérieur, on raisonne sur la fonction w® qui vaut p a
I’extérieur et 0 a I”intérieur. O

D’ou

5.5 [Equations intégrales

Nous avons vu plus haut que les potentiels de simple et double couche sont définis partout,
verifient I’équation de Helmholtz en dehors de I" ainsi que la condition de radiation de Som-
merfeld a I’infini. Ainsi, pour que de tels potentiels soient solution d’un probleme aux limites
intérieur ou extérieur pour I’équation de Helmholtz, il ne reste plus qu’a satisfaire la condition
aux limites sur I". Ceci nous raméne a ce qu’on appelle une équation intégrale sur le bord. Dans
ce paragraphe, nous montrons comment aboutir a ces équations. Leur etude plus rigoureuse sera
faite plus loin.

Rappelons que la normale unitaire 77 sur I est sortante de ',
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5.5.1 Choix du prolongement et de la trace

Pour se ramener a une équation intégrale, nous avons le choix entre deux points de vue. Le
premier, opérationnel, consiste a rechercher a priori la solution de I’EDP sous la forme d’une
certaine combinaison d’un potentiel de simple couche et d’un potentiel de double couche. La
deuxiéme approche consiste a se ramener d’abord aux hypotheses du théoréme 12 de représen-
tation intégrale. Pour cela, il nous faut prolonger la solution a tout I’espace par une fonction
qui verifie I’équation de Helmholtz homogene en dehors de I" et la condition de radiation de
Sommerfeld dans le cas d’un prolongement a I’extérieur. On utilise ensuite I’une des relations
de trace (5.45) et (5.46) pour obtenir une équation sur le bord. Résoudre I’équation intégrale est
alors équivalent a résoudre simultanément deux problémes aux limites pour I’EDP : un probléme
intérieur et un autre exterieur. Nous adoptons cette deuxieme approche.

Notons p la fonction prolongée :

‘() sixz e
p(r) = { g’(x) siz e

On a ainsi d’apres le théoréeme 12 :

(5.52) p=8\—Dpu
avec
(5.53) = g]; — ((;]; et u=p' —p° surl

Remarque 12. Attention, A et . n’auront pas la méme valeur suivant le prolongement choisi.
Nous les distinguerons par un indice désignant ce dernier. L’exposant e ou i rappellera qu’il
s’agit au départ de la résolution d’un probléme extérieur ou intérieur.

5.5.2 Probléme de Dirichlet extérieur
Soit p® une fonction réguliére donnée sur I", nous cherchons p¢ solution de :
—(A+Kk)pt = 0 dansQe,
(5.54) p¢ = p° surl,
p° vérifie la condition de radiation a I”infini.

Nous avons vu dans le chapitre 3 que ce probléme a une solution unique dans H! de tout borné.

Prolongement par 0

La fonction nulle vérifie I’équation de Helmholtz homogéne dans 2¢. Dans ce cas, les sauts
A et 1 sont, au signe pres , les traces de la solution :

€

Op

)\8:_871

sur I" c’est une inconnue,
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et

0 sur I' c’est une donnée.

to = —p
D’aucuns parleront de variables physiques.

L’expression de la trace de p¢ sur I" fournit ainsi I’équation :

(5.55) SAE = (é — D) p°

dite équation intégrale de simple couche.

La résolution de cette équation fournit A\§. La formule de représentation intégrale (5.52)
donne ensuite la valeur de p© en tout point de €°.

En utilisant plutét la relation intégrale donnant la trace de la dérivée normale de p© :

8pe I * e e
on trouve une nouvelle équation intégrale :
I * e 0
(5.56) 3 + D" )\ =—Np

Prolongement par la solution du probléme de Dirichlet intérieur

On obtient p* en résolvant (par la pensée) le probléme de Dirichlet intérieur avec la méme
donnée p°. Sans exhiber cette solution, on sait que dans ce cas le saut 15, de p est nul et p est un
potentiel de simple couche :

p=3S8Ap
Cette fois, A9, n’a pas d’interprétation physique évidente (en fonction de la solution extérieure).
En prenant la trace sur I, on obtient la nouvelle équation intégrale :

(5.57) S\ =p°  surT.

L’ opérateur a inverser est le méme que pour (5.55), mais le second membre n’est pas le méme, A
non plus n’a plus la méme signification.

Le prolongement n’est pas unique si k2 est une valeur propre de I’opérateur —A avec condi-
tion de Dirichlet dans Q. On en déduit que I’opérateur S ne sera pas inversible a ces fréquences
propres.

L utilisation de la trace de la dérivée normale ne donne pas une nouvelle équation intégrale :

op° I\ e
on (_§+D>/\D

En utilisant I’équation intégrale (5.55) et la relation de Calderon (5.48) on trouve :

[ e __ I 0

qui est I’équation (5.57) composée par I’opérateur (—1/2 + D).
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Prolongement par la solution du probléme de Neumann intérieur

On résout le probleme de Neumann intérieur avec comme donnée la dérivée normale de la
solution du probleme extérieur. Dans ce cas, le saut A%, de la dérivée normale est nul et n5; le
saut de p est I’inconnue du probleme. p est un potentiel de double couche :

px) = —DuS(z) pourz e Q' UQE

= —Duy(z) pourz el

On en déduit I’équation intégrale :

i
(5.58) _ (5 N D) e =

Le prolongement n’est pas unique si k2 est une valeur propre de I’opérateur —A avec condition
de Neumann dans Q. On en déduit que I’opérateur —(1/2 + D) ne sera pas inversible a ces
fréquences propres.

Prolongement par la solution du probléme de Robin intérieur ou astuce de Brakhage et
Werner

On résout le probleme de Robin intérieur :

—(A+Kk)p' = 0 dans ),
op'
on

ou 3 est un nombre complexe quelconque a partie réelle strictement positif pour obtenir une
condition aux limites dissipative. C’est un nombre sans unité qui représente une admittance
relative. Dans ce cas, ce probleme a une solution unique et I’équation intégrale obtenue sera
inversible quelque soit la fréquence.

—ikpp' = ¢ surl.

En prenant
op°
= — ikBp°
9=, ~kBp
on obtient des sauts \% et u%, proportionnels :
Ag = thfug

La trace de p sur I" donne la nouvelle équation intégrale

(5.59) (z’kﬁS . (g + D)) 5, = p°
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5.5.3 Probleme de Dirichlet intérieur

A I’aide des équation intégrales, on peut également résoudre le probléme de Dirichlet inté-
rieur

—(A+k)p = 0 dans (Y,
(5.60)
p = p° surl.

Le lecteur vérifiera qu’avec les prolongements proposés plus hauts, i.e. par 0, la solution du
probleme de Dirichlet extérieur et celle du probléeme de Neumann extérieur, on aboutit respecti-
vement aux équations intégrales suivantes :

(5.61) SN = (é - D) p°
(5.62) (—é + D*) AL = Np°
(5.63) SN, =

(5.64) (é B D) i =

5.5.4 Probleme de Neumann extérieur

—(A+Kk*)p¢ = 0 dansQe,
(5.65) Zp = ¢ surT,
n

pe vérifie la condition de radiation a I’infini.

Le lecteur vérifiera qu’en prolongeant par 0, on obtient I’équation intégrale suivante :

I
(5.66) Nus = (5 + D*) g

En considérant la relation de trace de p on obtient :

(5.67) (é — D) o = Sg
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En prolongeant par la solution du probléme de Neumann intérieur, p est un potentiel de double
couche et I’équation intégrale s’écrit : obtient :

(5.68)

Nuy = —9g

Le prolongement n’est pas unique si &2 est une valeur propre de I’opérateur —A avec condition
de Neumann dans €. On en déduit que I’opérateur N ne sera pas inversible a ces fréquences

propres.

En prolongeant par la solution du probleme de Dirichlet intérieur, p est un opérateur de simple
couche et I’equation intégrale devient :

(5.69)

I
(—5 +D*) )\eD =g

En prolongeant par la solution du probléme de Robin, le prolongement est unique et I’on obtient

I’équation intégrale :

(5.70)

—(N—i—’ikﬁ (é—D*))/ﬁ%:g

5.5.5 Probleme de Neumann intérieur

(5.71)

—(A+FE)p" = 0 dans ),

op'
on

= g surl,

p' vérifie la condition de radiation a I’infini.

Le lecteur vérifiera qu’avec les 4 prolongements vus plus haut, on obtient les équations intégrales

suivantes :

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

I A
<§+D),u6:Sg
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5.5.6 Equivalence entre problémes aux limites et équations intégrales

Dans le paragraphe précédemment, nous sommes partis d’un probleme d’EDP intérieur ou
extérieur avec conditions aux limites et en utilisant les relations de trace des formules de re-
présentation intégrale, nous avons aboultit & différentes équations intégrales. A chaque équation
intégrale sont associés deux problemes aux limites : un intérieur et un extérieur. Ainsi, méme si
le probléme original est inversible, I’équation intégrale associée peut ne pas I’étre si le nouveau
probleme compagnon ne I’est pas. Ce nouveau probléme introduit n’est pas toujours évident a
deviner. Par exemple, en prolongeant par 0, on a résolu une probleme de Dirichlet avec donnée
nulle la premiére fois, et un probleme de Neumann avec donnée nulle la deuxiéme fois. Démon-
trons sur quelques exemples I’équivalence entre problemes aux limites et équations intégrales.
Nous laissons au lecteur le soin de le faire pour le reste des équations énonceées.

Etude de I’équation intégrale (5.55) : SX§ = (4 — D) p°

Etant donnée une solution p¢ du probléme de Dirichlet extérieur, nous avons démontré que
A§ = —0p°/On est solution de I’équation (5.55). Ce qui établit I’existence d’au moins une solu-
tion de cette équation intégrale, le probléme de Dirichlet extérieur (5.54) admettant une solution
unique. Inversement, soit A{ solution de (5.55). Alors

p=38X\; +Dp’

est solution de I’équation de Helmholtz Q¢ (et €2°) et vérifie la condition de radiation a I’infini.
D’autre part, la premiere relation (5.46) donne la trace extérieure de p :

I
pre = Sy + (5 + D) p’ =p°
La restriction de p a 2¢ est donc solution du probléme de Dirichlet extérieur (5.54). Ainsi, trouver
une solution de I’équation intégrale équivaut a en trouver une pour le probléme aux limites.
D’apres (5.45) la trace intérieure de p est nulle :

pr = SA§ + <—é +D) p’=0

Donc la restriction p® de p a Q' est solution du probléme de Dirichlet homogeéne. Notons (k2)?
les valeurs propres de —A avec condition de Dirichlet homogene.

Si k ¢ {kP}, p estnulle a I’intérieure et \S = —0p°/dn. Dans ce cas, I’équation intégrale
(5.55) a une solution et une seule.

S’il existe n tel que k = k2, alors p* est un vecteur propre quelgconque dans I’espace propre
EP associé a k7 et en notant \,, sa dérivée normale sur T', I’équation intégrale admet alors les
solutions :
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Dans ce cas, I’équation intégrale (5.55) admet toujours une solution mais elle n’est pas unique.
On peut lui ajouter la dérivée normale \,, de n’importe quel vecteur propre. Cette solution «pa-
rasite» de rayonne pas a I’extérieur :

SA; . (x) + Dp’(z) = SAj(2) + Dp°(x) = p°(x) pour z € Q°

Etude de I’équation intégrale (5.57) : SX¢, = p°

Cette fois-ci, I’existence n’est pas toujours assurée. En effet, étant donnée p°, il existe une
unique solution p¢ solution du probléme de Dirichlet extérieur (5.54). Pour en déduire une so-
lution de I’équation intégrale (5.57), il nous faut définir le prolongement a Q¢ par p* solution du
probléme de Dirichlet intérieur avec donnée aux limites p°.

Si k & {kP}, le probleme intérieur admet une solution et une seule, notée p*. Alors

_ apz’ B ape
~On On

Ab

est solution de I’équation intégrale.
S’il existe n tel que £ = k2, alors p' existe ssi les conditions d’orthogonalité suivantes sont
verifiées (voir I’alternative de Fredholm au paragraphe A.5.4) :

. D D
(5.76) ——=p =0 pourtoutu, € E,
T 371

EP étant I’espace propre associé a k2. Ces relations sont en nombre fini puisque EZ est de
dimension finie.
Inversement, si A%, est solution de I’équation intégrale (5.57), alors la fonction p définie par

p=3SXAp

vérifie I’équation de Helmholtz dans Q¢ et Q¢ ainsi que la condition de radiation a I’infini. D’ aprés
le theoréme 13 '
p=p' =5\, =p" surT.

On obtient ainsi une solution du probléme de Dirichlet extérieur (5.54).
La solution de I’équation intégrale (5.57) est unique ssi k ¢ {k2}. D’ailleurs, nous avons vu
plus haut en (5.87) que

D
ker S = {)\n = a;” avec u” € E}f}

n

Pour I’équation (5.55), nous avons toujours existence d’au moins une solution. On en déduit
qu’aux fréquences propres k2, le second membre doit vérifier les conditions d’orthogonalité :

oub (1
/au" (§—D>p°:0 pour tout v € EP
T n
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En transposant I’opérateur, on voit que ceci est la conséquence de la relation (5.86) vue plus haut.

1
__D* D:
(2 ))\n 0

Enfin signalons que les relations d’orthogonalité (5.76) sont en général vérifiées par les données
«physiques». Le lecteur est invité a le vérifier pour p° trace d’une onde plane ou d’une onde
sphérique dont la source est située dans le domaine extérieur.

Etude de I’équation intégrale (5.58) : — (£ + D) u$ = p°

Etant donnée une solution p¢ du probléme de Dirichlet extérieur, il nous faut cette fois-Ci
prolonger a I’intérieur en résolvant le probléme de Neumann intérieur avec la donnée dp¢/on.
Notons {(k2)?} les valeurs propres du probléme de Neumann intérieur pour —A, EX les sous-
espaces propres associés.

Si k ¢ {kX'}, le probléeme intérieur admet une solution et une seule, notée p’. Alors

py =p' —p°

est solution de I’équation intégrale.
S’il existe n tel que k£ = £, alors p* existe ssi les conditions d’orthogonalité suivantes sont
vérifiees :

(5.77) / ul Op
T 871

A la différence des relations (5.76), ici la quantité qui doit vérifier les relations d’orthogonalité
n’est pas connu ! Etant donnée p°, on ne peut pas savoir a priori, si ces relations seront vérifiées
avant de resoudre le probléme extérieur! Dans le cas ou ces relations sont vérifiées, u5, est
déterminé modulo le noyau de 7/2 + D qui n’est rien d’autre que I’espace de traces sur I" des
vecteurs propres u € EY d’aprés (5.88).

Inversement, si 1.5, est solution de I’équation intégrale (5.58), alors

p=—Duy

est solution de I’équation de Helmholtz a I’intérieur et a I’extérieur et vérifie la condition de
radiation de Sommerfled a I’infini.

5.6 Quelques applications de la formule de représentation in-
tegrale

Dans ce paragraphe, nous appliquons le théoreme de représentation intégrale dans quelques
cas particuliers et obtenons ainsi quelques formules remarquables.
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5.6.1 Repreésentation intégrale 1D

La fonction
ezk\x\

2k
est la solution élémentaire de I’équation de Helmholtz 1D, i.e. :

er(x) =

—(e} + k*ex) =6  dans D'(R)
qui Vvérifie la condition de radiation de Sommerfeld 1D :

dek

(5.78) lim (M

|z[ =00

(r) — ik‘ek(m)> =0
C’est la transformée de Fourier de la solution élémentaire causale de I’équation des ondes :
C
e(t,x) = SH(t = |z = yl/e)

ou H est la fonction de Heaviside. Plus rigoureusement, en tant que distribution sur R? (en k et
x), e S’écrit comme une valeur principale :

1 .
ek(m) = vp (ﬂ) ezk\x‘

C’est la solution élémentaire qui Vérifie la condition de radiation :
Si u est une fonction réguliere jusqu’au bord dans R, et R _, solution de

—(u"+ku)=0 pourz<Oetz >0
et qui vérifie la condition de radiation (5.78), alors d’aprés la formule des sauts 1D, on a
—(u" + k*u) = pd’ + N6 dans D'(R)

avec
p=u(0—) —u(0+)
A=u'(0-) —u(0+)

On en déduit
u=ey* (ud' + N\0) = pe), + Aey,

5.6.2 Formules de Poisson et de Cauchy

La formule de représentation intégrale (5.39) et (5.40) est valable pour le cas du Laplacien
dans le plan avec la fonction de Green :

Glz,) = —5- n(lz — )
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Dans ce cas, le plan R? peut étre confondu avec C et nous disposons de la notion d’intégrale sur
les chemins, en plus de I’intégrale sur une courbe.

Un chemin est une application continue de [«, 5] — C. («) est le point de départ, v(53)
est le point d’arrivée. Le chemin est fermé si v(«) = ~(3). Si I' = v([«, f]) est I’image de ~,
I’integrale sur le chemin ~ est définie par

8
/ f(2)dz = / Fr )Y (1)t

L’image I" peut étre parcourue plusieurs fois, d’ou la notion d’indice d’un point z par rapport au
chemin ~ :

(5.79) Ind,(z) = o~ 5

C’est une fonction a valeurs entiéres dans 2 = C \ T" qui est constante sur chaque composante
connexe de €2 et qui est nulle sur la composante connexe non bornée de 2. C’est le nombre de
tours autour de z qu’effectue le point v(¢) quand ¢ varie de « a 3. Le lecteur fera le lien avec le
théoreme de Gauss en dimension 3 (voir plus bas).

Rappelons que I’intégrale sur la courbe I (qui intervient dans la formule de représentation

intégrale) est définie par
/ f(z)dl(z / f(y (t)|dt

Considérons le cas particulier ou " est le cercle unité. Q est le disque unité ouvert. Soit u
une fonction harmonique dans ¢ continue dans Q. La formule de représentation intégrale dit
que

2m
u(r,0) = _L 11n(7" —QTCOS((Q—t)—i-l)@(l,t)dt
2r Jy 2 or
(5.80) . 0
+— rocos0-0

21 Jo 1?2 —2rcos(f —t)+1

pour tout z € Q° (r < 1). Mais dans ce cas, en développant u en série de Fourier par rapport
a 0, la relation entre u et sa dérivée normale est explicite. En effet, si I’on écrit en coordonnées

polaires
Z UO inf

nez
et si I’on cherche « sous la forme

= Zun(r)e”“9 pour r < 1
nez

Comme Awu = 0, pour tout n, u,,(r) Vérifie I’équation différentielle :

1 2
ul + u—n—un—O pourr <1
72
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qui pour solutions »*™. La solution devant étre bornée a I’origine, u prend la forme :

u(r,0) = Zu%r'"‘eme pour r < 1.

ne’

En introduisant le noyau Poisson P,.(6)

+oo 2
. 1—7r
P.(9) =1 "4 = Inlgind — ourr < 1
() —i—;(z +7) %;ﬁ c r2 —2rcosf +1 pourr ’
on retrouve la formule de représentation de Poisson :
1 2
(5.81) u(r,8) = —/ P.(0 — t)u(1,t)dt
2m Jo

Cette formule semble «magique» car elle ne fait pas intervenir la dérivée normale de . En
fait, cette formule est la combinaison de la formule de représentation (5.80) et de I’expression
explicite (bien que non locale) de la dérivée normale de « en fonction de w sur le cercle (via ces

coefficients de Fourier) :
Ou 0_ind
5(179) = E In|uye

neL
expression possible dans le cas ou I" est un cercle.

Il 'y a un autre cas ou la formule de représentation ne fait pas intervenir en apparence la
dérivée normale, c’est la formule de Cauchy. Elle dit que sous certaines conditions sur un ouvert
2 C C (par exemple sa convexité) si u est une fonction holomorphe dans 2 et si ~ est un chemin
fermé dans 2, alors

(5.82) Ind,(2)u(z) = QLM / %d& pour z € 2

Cette formule est la conséquence de la formule de représentation intégrale pour le Laplacien
(une fonction holomorphe est harmonique) et des relations de Cauchy-Riemann (u = f + ig et

z=x+1y):
of 0y o D9 _0f
or Oy or Oy
ce qui permettent de relier dérivée normale et dérivée tangentielle de w sur I :
ou ou
5.83 hutha N huthet
(5:83) on ~ or
avec ”
o 7/( )
7' (t)]
le vecteur tangent unitaire (n = ny + ing €t 7 = —ny + iny). En effet, notons I le membre de

gauche de la formule (5.82).

@)
1= [ S o
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or
I At)—=
)=z () -z
En développant les calculs, on trouve (en mélangeant notations vectorielles et complexes) :

(Y(#) = 2)7(t) = (§—2) - THUE—2) -7

avec £ = v(t). D’ou
1 E—z €=z
I'=o— /Fu(f) (W -7(€) +ZW 'n(f)) dl'(§)
En remarquant que
5 z
Veln|€ — 2| = ]f NE

I’expression devient :

o= = [ 5= le= = ”d”g}*g% / ai%(lﬂff—z!)u(f)dr(&z

g v~

I Ip)

On reconnait dans I, le potentiel de double couche. En intégrant par partie et en utilisant (5.83)
I, devient :

J—— 1n|5—z|—< =——/1n|5—z|— (£)dr(€)

271

D’ou le résultat.

5.6.3 Angle solide

Consideérons le cas particulier

(2) = 1 size
PP)=90 sizeqe

p Vérifie les hypotheses du théoréme de représentation (avec & = 0) qui S’écrit :

A six e O

o 1 .
— — dar = 27 Slx el
/pany(\x—yr) )

0 sixzee

On retrouve le théoreme de Gauss de I"angle solide. En effet, I’angle solide sous lequel on voit
I’élément de surface orientée dI" = 7i(y)dI'(y) depuis x est :

1 -
dO(z,y) = T—Q'J dr
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ou r est la distance entre x et I’élément d’aire, « le vecteur unitaire porté par la droite joignant x
a I’élément d’aire :

y—x

ly — ]

Au signe pres, c’est I’aire de la portion de la sphere unité intersectée par le cone de sommet x
qui s’appuie sur I’elément d’aire.

d@(»’v,y)zwdﬂy): a( ! )dF(y)

P Ony \Jz —y

U=

Y est une surface orientée dans R?, et = ¢ 2, I’angle solide sous lequel on voit > depuis z est

donnée
o)== [ 7 () =0

Le théoreme de Gauss dit que I’angle solide sous lequel on voit une surface fermée est 47 (i.e.
tout I’espace) si on est a I’intérieur et 0 si I’on se trouve a I’exteérieur.

Le lecteur a probablement vu ce résultat en cours d’électrostatique avec un autre vocabulaire :
Soit une charge électrique ponctuelle ¢ positionnée en x. La loi de Coulomb dit que son champ
électrostatique est donné par

qg u

E(y) =
W) dmeg r?

A partir de cette formule, le théoréeme de Gauss dit que le flux électrostatique sortant d’une
surface fermée I est égal & /< si x est a I’intérieur et O si x est & I’extérieur. Gauss en a déduit
une genéralisation de la loi de Coulomb :

div E = s
€o

ou p est la densité volumique de charge.

5.6.4 Propriété de la moyenne

Proposition 6 (Propriété de la moyenne). Si u est une fonction harmonique dans un ouvert €2,
alors elle vérifie la propriété de la moyenne : pour tout = € € et pour tout p > 0 tel que la boule
fermé de centre x et de rayon p est contenue dans €, u(z) est égale & la moyenne de w sur la
sphere S, de centre x et de rayon p.

Démonstration. En effet, considérons la fonction qui vaut « dans la boule B(x, p) et 0 & I’exté-
rieur. La formule de représentation intégrale donne :

we) = [ e Stas, - [ o (s

p47r|x—y\% s, Ony \ 4|z —y|
1 Ju 1
= Imp s, %(y)dSp(y) + 12 /Sp u(y)dSy(y)
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ou 7 est la normale sortante sur S,. Comme Au = 0 dans B,, on en déduit que

ou
a—(y)dsp(y) =— [ Au(y)dy=0
5, on B,
D’ou .
U(UU) = m /Sp U(y)dsp(y)
d’ou le résultat. O

5.6.5 Représentation intégrale de sin(k|z|)/(47|x|)

Proposition 7. La partie imaginaire de la solution élémentaire de I’équation de Helmholtz a la
représentation intégrale suivante :

sin k|z| k ik
. 4 — IRV
(584) 47 || (4m)? /Se 45)

ou S est la sphére unité.

Démonstration. Posons
6zk|x|

- 47| x| -

E(x)

E.(x) 4+ iE;(x)
E; est réguliere et verifie
—(A+k*)E; =0 dans D'(R?)

Soit By la sphére de centre z et de rayon R et Sy sa frontiere. En considérant la fonction qui
vaut I; dans Bp, et 0 a I’extérieur, on trouve :

Bo) = [ Gl Gtasat) - [ 5E w0 Bk

Sk 3ny

ekl OF; 1
pr— ’ - ) - E
o | (Gow - (#-3) B ) asu)
ethR coskr sinkr ) 1\ sinkr
" 4nR /SR ((k Arr dmr? ) o (Zk - ﬁ) 4mr ) AS(Y)

avec r = |y|, y = re,. Quand R — oo, x étant fixé, on a le développement :

ro= |(y—x)+azl

— (R+2z-(y—2a)+|z])"?

x |z |? 12 y—x .
= R(1+2—- — avec v = —— lanormalea S
( TRUT RQ) YTy —al &

1
= R—i—xw/—l—O(E)
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1
€T—V—|—O(E)

Un changement de variable nous ramene a intégrer sur S la sphére unité centrée a I’origine
(dSk(y) = R*dS(v))

On a aussi

eikR

Ei(z) = ]{;W /S<cos(k‘(R +z-v)) —isin(k(R+z- y)))dS(l/) + 0 (%)

= k@ /S e ™t dS(v) + 0 (%)

En faisant tendre R vers I’infini, on trouve le résultat. O

Ceci permet de réécrire la partie imaginaire de I’opérateur de simple couche. Introduisons

A*a(x) = %/Se“m”&(u)dS(V)

A* est un opérateur continu de L?(S) dans L?(T"), c’est I’adjoint de I’opérateur de champ lointain

1

ANv) = g /F e~ kT \(z)dl ()

vu plus haut. La partie imaginaire .S; de S s’écrit alors :

sa@ = [ ==t

LI I e
— T T tkv-(x T
b [ g [ s @) Awar)

= i [ (4 [ernwart) ) asw

47T S
soit
S; = kA*A

S; est ainsi un opérateur positif. Nous verrons I’importance d’une telle factorisation dans le
paragraphe 6.3 consacré a la méthode des multipéles rapides.

5.6.6 Ondes planes

L’onde plane
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vérifie I’équation de Helmholtz dans R? et en particulier dans I’ouvert borné . En la prolon-
geant par 0 a I’extérieur Q¢, on vérifie les hypothéses du théoreme de représentation intégrale ce
qui donne :

e sip e
eik(T+V~y) 1 Y—T eltkv-z
kv n(y) — (ik— - : dr(y) = i
[ (nt = (= 1) 22 nt ar =4 S sizer
0 six e Q°

avecr = |z — y|.

5.6.7 Les modes intérieurs
Considérons les modes propres du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet :
—(Au? + k2uP)y=0  dans V'

avec u? € H}(Q). k, forme une suite qui tend vers I’infini, et les u2 forment une base or-
thogonale de L?(€). Les sous-espaces propres associés £ sont de dimension finie (d’apres
I’alternatie de Fredholm). Notons

ouP
D n
A = on
Ona
0 T 0
<A5>:(5+H><AD>
et

Autrement dit :

(5.85) SAP =0
et
] * D

(5.86) —5 +D* |\ =0
Démontrons que

T D
(5.87) ker(S) = ker (—5 + D*) = {/\f = a;” avec u € Ef}

n

En effet, si S\ = 0, la fonction
p=3S8A
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veérifie I’équation de Helmholtz a I’intérieur et a I’extérieur ainsi que la condition de radiation a
I’infini. De plus,
pPP=p'=SA=0 surl

D’ou p = 0 dans Q¢ et donc .

_ o

~ On
p® est solution du probléme de Dirichlet homogene intérieur. D’ou p® est non nul ss’il existe n tel
que k = k2, a ce moment p’ est un vecteur propre u,, € EP

De méme, si \ est tel que
1
——+D*|X=0
(5+7)

p=3SA

op© 1
—(—=+D*)A=0
on ( 2 + )

D’ou p = 0 dans €2¢ d’apres I’unicité de la solution du probléeme de Neumann extérieur. On en
déduit que

alors la fonction

vérifie

SA=0
D’ou le résultat.

Le lecteur vérifiera, qu’en faisant le méme raisonnement sur les modes propres du probléme de
Neumann intérieur que :

n

(5.88) ker(N) = ker (é + D) ={pu) = (u))r avecu) € EN}

ou E est un sous-espace propre du probléme de Neumann intérieur.

5.7 Geéneralisation de la formule de représentation intégrale

5.7.1 Fonction de Green d’un probleme aux limites

Nous avons vu que la solution élémentaire de I’opérateur différentiel est le principal ingré-
dient de la formule de représentation intégrale et de la méthode des equations intégrales. Nous
avons utilisée la solution élémentaire dans D’(IR*). Nous pouvons généraliser cette notion de
solution élémentaire dans beaucoup de situations en rajoutant des conditions aux limites. Dans
ce cas, on appelle fonction de Green G(z,y) la solution au point = de I’équation avec second
membre élémentaire ¢, vérifiant les conditions aux limites. G(z,y) n’est plus forcément de la
forme E(x — y), ni g(Jx — y|). On démontre des théorémes de représentation intégrale ana-
logues a celui que nous avons démontré plus haut, en substituant la fonction de Green vérifiant
les conditions aux limites a celle du I’espace libre. Citons quelques exemples
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Problémes dans le demi-espace : lors de la résolution d’un probléeme aux limites autour d’un
obstacle ¢ de frontiere I" bornée, on est souvent amené a prendre en compte la présence du
sol qu’on représente par un plan infini P (penser a un probleme d’acoustique automobile).
La frontiere du domaine ou I’on résout I’EDP est ainsi I' U P. Supposons que sur P, on
impose une condition de Dirichlet ou Neumann homogeéne. L utilisation de la fonction de
Green dans le demi-espace vérifiant la condition aux limites homogene de Dirichlet ou
de Neumann sur le plan P permet de représenter la solution du probleme par les mémes
formules que plus haut, avec la nouvelle fonction de Green, faisant intervenir uniquement
des intégrales sur I'. L utilisation de ces fonctions de Green permet également de réduire la
résolution de I’équation intégrale sur un objet symétrique a deux problémes sur la moitié
de I’objet. Le lecteur calculera en exercice les fonctions de Green du demi-espace avec
conditions de Dirichlet et Neumann (on pensera au miroir plan).

Conditions aux limites sur I borné : En résolvant, numériquement ou analytiquement quand
cela est possible, le probléme aux limites avec une source élémentaire en un point y, on
peut utiliser cette solution pour représenter en y la solution pour tout second membre de
la condition aux limites. Nous ferons dans le paragraphe suivant les calculs pour le cas
particulier de la condition de Dirichlet.

Milieux périodiques : par exemple les antennes réseaux. En utilisant la fonction de Green pé-
riodique, on peut se ramener a une formule de représentation intégrale sur la frontiere
d’une cellule élémentaire de périodicité.

Cas particuliers : dans beaucoup de cas particuliers d’EDP ou de conditions aux limites, on ne
dispose pas d’une expression explicite de la fonction de Green. Néanmoins, il peut s’avérer
intéressant de la calculer numériquement, et la stocker/tabuler pour I’utiliser ensuite dans
un code d’équation intégrale.

5.7.2 Fonction de Green avec condition de Dirichlet - Réciprocité

Soient Q% un ouvert borné (I’ouvert intérieur), Q¢ I’ouvert complémentaire (dit ouvert exté-
rieur) et I' la frontiere commune, surface fermée réguliére. Contrairement au reste du chapitre :
la normale unitaire 77 sur I" est orientée de I’extérieur vers I’intérieur.

Pour tout point =, dans €2, on note U(z,, x) la solution du probléme aux limites suivant :

—(A+kE)U(zg,2) = O(x —x,) dans Qe
(5.89) U(zs,z) = 0 surl’
U(zs, z) vérifie la condition de radiation de Sommerfeld

U(xs,x) est la fonction de Green de I’équation de Helmholtz dans Q¢ nulle sur I" et vérifiant la
condition de radiation a I’infini.

Comme nous I’avons mentionneé au 85.4, ce probleme se met sous la forme d’un probleme de
diffraction d’une onde incidente, solution des équations avec second membre dans tout I’espace :

{ —(A+ U™ (zg,2) = 6(x—x,) dansR?

U (x,, x) vérifie la condition de radiation de Sommerfeld
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U (x,,x) est la fonction de Green de I’équation de Helmholtz dans I’espace libre vérifiant la
condition de radiation de Sommerfeld :

eik:|acs—x\

Um(xs,x) = Gxg,z) = m
Uf"(xs,:r) est I’onde incidente dans notre probléme, I’onde diffractée U%(z,, z) = U(zg, z) —
U™ (xs, x) Vérifiant :
—(A+ EHUNzg,2) = 0 dans Q¢
Ul(zg,z) = —Um™(zg,x) surl
U%(z,, x) vérifie la condition de radiation de Sommerfeld

D’apres les résultats déemontres au §3.4, ce probléme admet une solution unique.
Soient z, et 2/, deux points distincts dans €2¢. Nous démontrons que

(5.90) U, a) = U, )
Ce reésultat traduit le principe de réciprocité entre émetteur et récepteur. En effet

ou ou
I:O:/ (—xs,xe;,x —st,x—x;,x>d5x
TUSRUS (z5,6)US (2, ) ov ( U ) ( ) ov ( ) (z)

ou 7 est la normale sortante a )¢ ; sur ses différentes frontieres.

L’intégrale sur I" est nulle a cause des conditions aux limites.

Avec les méme arguments que ceux du théoréme de représentation intégrale, I’intégrale sur
Sk tend vers 0 car I’intégrant esten 1/ R?.

Pour étudier I’intégrale sur S (x5, €), remarquons que U (2, =) est régulier sur S(zs, ) et que
U(zs,z) = G(g,z) + Ul(zg, z) 00 U%(z4, ) est régulier, et

ov - 47re

Enfin, rappelons que I’élément d’aire sur S(xz,, €) est dS; = e2dS,,, dS,, étant I’élément d’aire
de la sphére unité centrée en z,. L’intégrale de termes en 1 /e sur S(zs, €) tend vers 0.

L’intégrale sur S(x, <) est la somme de deux termes, le premier tend vers U™ (xz,, z), en
effet :

oU , - B 1 1 , -
[ Geaveaise = [ (F5+0(2)) W) +oe) s
= U(zl,zs) +O(e)
Le deuxiéme terme tend vers 0, en effet :
1
[ v = [ (<o) ows: @)
S(ws,e) v ‘ S(ws,e) ‘
= O(e)

ike
a_G(xs,x) - (—ik + é) pour x € S(xs,¢)
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Au signe prés, les intégrales sur S(z”,, ) joue un role symétrique et elles tendent vers —U (x%,, x).

Ainsi, un observateur en x4 percoit un signal émis par une source en z’, de la méme fagon
qu’un observateur en x’, qui regoit un signal émis par une source en z.

Cette formule est toujours vraie pour k£ = 0 (équation de Laplace). Supposons de plus que Q°
est laboule B(0, R), I est la sphére S. Etant donné un point source = dans le domaine extérieur,
on note x’ son inverse par rapporta Sx :

,_ I’

Tr = ‘xyz.%

Sionnote A et A’ les points d’abscisse x et ' respectivement. La sphére Sy est le lieu des points
M (d’abscisse y) tel que

MA  OA" R

MA R  OA
Dans ce cas particulier, la fonction de Green s’écrit

1 R 1
5.91 U =
.91) (@) = T =3~ Tl =

5.7.3 Nouvelle représentation intégrale - Formule de Poisson en 3D
Soit  une fonction réguliére dans Q¢ qui vérifie :

—(A+k)u = 0 dansQ°
u Veérifie la condition de radiation de Sommerfeld

En utilisant la méme technique de démonstration que plus haut, nous démontrerons la nouvelle
formule de représentation intégrale :

(5.92) u@) = — [ L puary)  voeor
r Ony
Notons que cette formule donne explicitement la solution du probléme de Dirichlet extérieur en
fonction de U.
En effet, soit x € Q¢, on considére ¢ > 0 suffisamment petit pour que la boule B(x
et R > 0 suffisamment grand pour que I' C B(0, R). On note Q¢ , = (2 N B(0, R))
et on integre par partie

-

On trouve :

,€) C QF,
\ B(z, ),

((AU(xS, z) + kU (x,, 2))u(x) — Uz, x)(Au(z) + k2u(x)))dx

€
&, R

0= /FUSRUS(%@ (g—g(%’ z)u(x) — Ulxs, x)%(x)) dS(x)
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Comme plus haut, les termes sur S tendent vers 0 quand R tend vers I’infini, et les termes sur
S(xs, ) tendent vers u(x). Enfin, I’'un des termes sur I est nul & cause de la condition aux limites
sur U, le second est :

oU
/F %(xs, x)u(x)dl(x)

d’ou la formule. or
uw) == [ G yul)dry) Voo
r Ony

u solution du probléme de Dirichlet extérieur avec donnée w sur le bord est donnée explicitement
par cette formule, en substituant uq a v dans I’intégrale.

Dans le cas particulier de I’équation de Laplace, en utilisant la fonction de Green (5.91), on
retrouve en développant les calculs la formule de Poisson :

u(r,0,¢) = E/ /27r s w(R,0',¢")sin0'dd’dy’
o AT Jo Jo (r?+ R2 — 2rRcosv)*? Y

ou ~y est I’angle AOM -

cosy = sinfsin 6’ cos(¢p — ') + cos 6 cos &’

5.8 Formulations variationnelles

5.8.1 Calcul formel
Dans ce paragraphe, nous étudions les deux équations intégrales :
SA=po
qui est apparue lors de la résolution du probléme de Dirichlet extérieur (et intérieur), et
—Np=g

qui permet de résoudre simultanément les problemes de Neumann intérieur et extérieur.
Nous cherchons a mettre ces deux équations sous forme variationnelle. Formellement, nous

voulons écrire :
/ SA(z) N (2)dD(z) /F o () Vi (2)dT(z)

pour toute fonction test A’ dans un espace a déterminer. Nous avons vu au chapitre 3 que dans
Q' la solution variationnelle de I’équation de Helmholtz est dans H!(€)%) et & I’extérieur dans

H'(Q¢ N Bg) pour toute boule de rayonn R assez grand (pour contenir Q). grad p est dans
H(div) de part et d’autre de I". Par conséquent, A qui est le saut de la dérivée normale de p
devrait étre dans 2 (I"). Il nous faut alors donner un sens & SA pour A € H~2(T") alors que

Page 216/275 Modélisation des phénomeénes de propagation d’ondes



5.8. FORMULATIONS VARIATIONNELLES

dans les paragraphes précédents, nous avons travaillé avec des champs «réguliers». 1l faut donner
un sens a la forme sesquilinéaire

— etklz—yl —
[ SN @are) = [ AN )i e)

xI' 477'"1' - y’

Pour cela, il faudra démontrer que SA € Hz (') le dual de /72 (I).
Pour le probleme de Neumann, on veut ecrire :

_ / N () ()T () = / 9(a)(2)dT (x)

Gréace a la nouvelle formule (5.37), on a apreés intégration par partie (cf. formule (A.36)) :

[ st @) ot i) 1

r

S(uit)a) - (7) (2)dT ) = [ gl (@)l )

soit
G(a,y) (rotr puly) - rotr () — k(i) (x) - (1) ) ) dI (y)dL (x)

- / g2 (2)dT (z)

4 étant un saut de pression, I’espace serait naturellement H%(F). Remarquons que si nous dé-
montrons que S est continu de H = (T") dans Hz (I'), la forme sesquilinéaire (N 1., u*) sera conti-
nue. 1l est donc essentiel de bien étudier I’opérateur S.

En fait, nous pouvons géneéraliser la définition des distributions de simple et double couche a
des densités dans les espace de Sobolev, et definir les potentiels comme le résultat de la convo-
lution de la solution élémentaire £ avec ces distributions. Nous avons choisi de définir ces ope-
rateurs comme les solutions de problémes de transmission, et grace aux intégrales de volume
obtenir des estimations de la norme de ces opérateurs.

Dans les démonstrations qui vont suivre, nous allons supposer que & est complexe avec une
partie imaginaire strictement positive. Ceci simplifiera I’étude en rendant le probléme coercif et
fournira un contréle facile de la norme de la solution. Le cas k réel est plus délicat.

Ces estimations pour k£ complexe peuvent servir a I’étude du probléme temporel par applica-
tion du théoreme de Paley-Wiener.

Pour commencer, introduisons des normes de Sobolev dépendant de la fréquence, équiva-
lentes aux normes classiques a fréquence fixeée.

Dans ce qui suit, £ € R + ik; avec k; > 0 fixé.

5.8.2 Normes de Sobolev dépendant de la fréquence

Soit 2 un ouvert de R¢. Rappelons la norme H*(Q) :

||u||H1(Q /|u \dz+/\Vu )[da
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Cette définition suppose que les coordonnées sont adimensionnées. Si x est une variable d’es-
pace homogene a une longueur, le deuxiéme terme a la dimension du premier divisée par une
longueur au carré. Pour rendre cette définition cohérente, il faudrait pondérer le deuxiéme terme
par exemple par 1/]k|?, le nombre d’onde étant homogéne a I’inverse d’une longueur. Posons :

1
fulfa = | 1@ do+ o [ Vo) da
0 7 o

Ceci revient a adimensionner les coordonnées, en faisant le changement de variable :
1 T
) = e i

[wlls k.0 = llumllso

et nous définissons la norme

équivalente a la norme H*(2). En Fourier, ceci revient a modifier la définition de H*(R?)

lulles = [ 0+ I6Pla(e) P

Y
ol e = [, (14155 ) late)ras

On peut repréciser les inégalités de trace et de relevement. Si I’on note ~, I’application trace de
H*(Q) dans Hz(T'), on peut démontrer qu’il existe une constante C(T", k;) > 0 telle que

en

1
(5.93) Ivo()ll 10 < COkDKEull,me  Yue H(Q)
Inversement, si u, € H=(T"), alors il existe u € H'(2) tel que uy = vo(u) eton a
_1
(5.94) [l im0 < OO ED)IRTZ [[uoll 4 gy r
De méme, les champs de vecteurs dans I’espace de Hilbert H(div, (), i.e. espace des champs
de vecteurs dans L?(2)® a divergence dans L?((2), ont une trace normale ~,(7) = ¢ - 7 dans
H-2(I')etona

(5.95) (D)1 0 < C(T, k) |2l gi0 - VO € H(div, Q)

Cette application trace est surjective, et pour tout g € H*%(F), il existe v € H(div, ) tel que
Vu(V) = g et

(5.96) [l g0 < O, k)| 3 [lgll_s 1y V5 € H (div, ).
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5.8.3 L’opérateur intégral de simple couche
Lemme 2. Soitp € H'(Q) tel que Ap € L*(Q), 2 = Q' U Q°. Notons

-2

Ae H i) etona

(5.97) Mgy < CO kDI (IR VPE ) + 1APEa) )

Démonstration. Le résultat se démontre par dualité. Soit g, € H %(F), il existe un relevement ¢
dans H'(Q) (donc dans H'(R?)) tel que

_1
lall1,nme < C@ kr)EI 2 [lqol 1 .0

On donne un sens au saut de la dérivée normale grace a la formule de Green :

(o) = / Ap(z)g(z)dz + / Vp(z) - Va(z)da

Remarquons que cette définition ne dépend pas du relevement choisi. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz donne

(N qo)] < APl 2@)|a] 2 + VP 2@ | Va2

1

2
< (18pBay + HPIVPE ) lalh 0

1
_1 2
< ORIk (1808 + IFPIVPEx) laolly o
d’ou le résultat. O
Théoréme 14. Soit A € H~2(T'), il existe un unique u € H*(R?) tel que

—(A+E)p = 0 dansD'(2UQ°)

(5.98) [p] = 0 surl
dp
—| = A surl
M )
De plus, p dépend continlment de A et on a
(5.99) Iplls gz < CT, k) [EI2 A2 o

L’operateur A — p est la généralisation de I’opérateur S que nous avons défini précédemment
pour A régulier. Nous continuerons a le noter S.
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Notons S = ~, o S. Cet opérateur est continu de H~2(T") dans Hz(T') :
(5.100) [SAL .o < OO EDIA -1 jxy 0
On a le résultat de coercivité :

_1 > O k) [R[THIA2

(5.101) Re |1 (—ikSA,A)_1 L Ik|.r

S est donc un isomorphisme de /2 (") dans Hz (") : pour tout p, € Hz (I'), il existe un unique
A e H=(T) tel que
SA=po

A est solution du probleme variationnel

1 {=iRSA N Ly = (—ikpo, ') VA" € H3(T)

_1
2

Démonstration. Le probleme (5.98) a la formulation variationnelle suivante :

(5.102)

trouver p € V tel que
a(p,q) =Ag)  VgeV

ou
V = H'(R?) est un espae de Hilbert muni du produit scalaire

1
v = | p@a)s+ o [ Vpla) - Vaa)da
R? [E? s
a(-, ) est une forme sesquilinéaire sur V' x V' définie par

Vo) Vato)de — i [ ploa)ic)

]R3

a(p,q) = ik (

RS

a(-,-) estcontinue sur V-x V' :
la(p, )l < kP [lpllv gl

a(-,-) est V-coercif :
Re a(p, p) = k1|k|||p|l

A est une forme antilinéaire continue sur V' :
Alg) =ik _1 (A v0(0) ¢

En utilisant I’inégalité de trace (5.93), on trouve

1
2

3
[Allv: < O, k)[R IA g jxy.0
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D’apres le lemme de Lax-Milgram, le probléme variationnel (5.102) admet une solution unique
qui de plus verifie
_1
Ipllv < C@, kDR IA -1 g0

D’autre part, remarquons que
Re (—ikSA, A) = Re a(SA, SN) = kr|k]|SA|1, g rs
En appliquant (5.97) ap = S, et en utilisant Ap = —k?p, on trouve

A2 < O, kDEPpIT 1y s

ALIRy
et donc
Re (—ikSA,N) > C(T, kp) [k A2

%7|k‘7r

Remarque 13. Pour résoudre I’équation intégrale de simple couche
SA=po

on commence par multiplier par —ik avant d’appliquer a des fonctions test. C’est cette formu-
lation qui donne une partie réelle coercive. A k& fixé, ceci n’a pas trop d’importance. Mais pour
passer en temporel, cette remarque sera trés importante. Elle conduit a la formulation stable du
probléme. Remarquons a ce propos que le terme ik apparait naturellement lorsqu’on travaille
avec 7 le saut de vitesse normale plutoét que A le saut d’accelération normale, i.e. saut de la
dérivée normale de la pression. Physiquement, la puissance est liée au produit pw dont la partie
réelle est la puissance active qui doit étre positive.

5.8.4 Ladeérivée normale de I’opérateur intégral de double couche

Dans ce paragraphe, nous étudions I’équation intégro-différentielle suivante :

1 1
——Np = H=2(I
T Nu=gcH ()
avec .
Np=— (rotp S(rotr p) — k7 - S(,uﬁ))

Ceci résout le probleme de Neumann avec une représentation de la pression en potentiel de
double couche. 1l est plus facile de considerer le probléme en vitesse «. Le saut de pression de-
vient, a ik pres, le saut de la divergence de . L’étude qui suit est calquée sur celle du paragraphe
précédent ! Commencons donc par un lemme sur le saut de la divergence.

Lemme 3. Soit @ € H(div, Q) tel Vdiva € L), avec Q = Q' U Q°. Notons

1
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pe Hz()etona
1
_3 .o .S 2
(5.103)  lully e < CO kDI (IV div e, + K2 div s,

Démonstration. C’est également une trace par dualité. Soit g € H*%(F), il existe un relevement
¥ € H(div, ) (donc dans H (div, R?)) tel que
= _1
[Tllaiv, .0 < CO, k)IE2 gl -1 g0

On donne un sens au saut de la trace de la divergence grace a la formule de Green :

(tk) 1{u, g)_ :/QVdivzﬁ(x)~17(x)d:1:+/gdivw(x) div ¥(z)dx

1 1
2 2

Remarquons que cette définition ne dépend pas du relevement choisi. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz donne

k|%</i,g>_%‘ S ‘VdiVU_j‘L2(Q)3|U|L2(Q)+‘diV/U_;|L2(Q)|diV17|L2(Q)

1 3
< (]V dlvw\Lg o+ |k [?| div | 12 (0 > (]17]%2 WQ ] dlvv\Lz(Q )
1

< (19 div oy + k2 div @iz ) 1aw. 0

1 . N . =
< Ok (19 div @y + K] div @lisen) ol s
d’ou le résultat. O

Théoréme 15. Soit u € Hz(T"), il existe un unique @ € H(div, Q) tel que

1 ‘
V% divid —ikwi = 0 dansD'(Q2" U Q°)
2

(5.104) [W-7] = 0 surl
1
ik

Cette solution s’exprime en fonction de I’opérateur de simple couche

[divd] = p surl

@i = = (1ot S(roir 4) — K8 ()

1

w dépend continuement de . et on a
= 1
(5.105) [ aiv ks < O, k) B2 |l g oy 0

Notons N I’opérateur
N ¢ s ik, (@)
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Cet opérateur est continu de H2(I") dans H~2(T")
(5.106) HNﬂHféJk\,F <Oo(r, kl)’kw/i”%,m\,r
On a le résultat de coercivité :

1 _
(5.107) Re 3 (== Nuwy )y = C(T, k)[R~ pll

3 LR
N est donc un isomorphisme de Hz(I') dans H~z(I') : pour tout g € H~2(I'), il existe un
unique p € H%(F) tel que
1
ik
1 est solution du probléme variationnel suivant :

Np=yg

1

cil= N

te H>(T
7 V€ H2(T')

1
2

Démonstration. Le probleme (5.105) a pour formulation variationnelle :

trouver «w € V tel que
(5.108)

a(w,v) = M(V) YoeV
ou
V = H(div,R?) est un espae de Hilbert muni du produit scalaire

_ 1 _
(W0, 0)y = / w(x) - v(z)dx + W/ div @i(z) div 0(x)dz
R3 R3

a(-,-) est une forme sesquilinéaire sur V' x V' définie par

a(w, v) = —%/ div @ (x) div ¥(z)dz — zk‘/ w(z) - v(x)de

R3 R3

a(-,-) estcontinue sur V- x V :
|a(w, )| < [k| [|d]|v ]|y

a(-,-) est V-coercif :
Re a(W, &) = ki || @]

M est une forme antilinéaire continue sur V' :

En utilisant I’inégalité de trace (5.95), on trouve

S

1
[M|lv: < @, kIR el 2 gy 0
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D’apres le lemme de Lax-Milgram, le probléme variationnel (5.102) admet une solution unique
qui de plus verifie
= 1
[d]lv < O, kn)|k|> [ pll 1 gy 0
D’autre part, remarquons que

1

Re +%<_E Ny, )y _1 = Re a(w, 0)

=

En utilisant I’inégalité (5.103) avec V div @ = —k?, on trouve

Iull y r < COEDIEL @]

d’ou

1 _
Fe +%<_E N/*Lnu)— Z C(F7 k[)’k’ ! HMHEJMI

1
2

d’ou le résultat de coercivité. O
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Chapitre 6

Meéthode des élements finis de frontiere

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous etudions sur un cas simple I’approximation des équations intégrales
par la méthode des eléments finis de frontiére, par opposition a la méthode des éléments finis
de volume qui s’intéresse a I’EDP. Dans la littérature anglo-saxonne, cette méthode est souvent
désignée par son acronyme BEM pour Boundary Element Method.

Au lieu de discrétiser directement I’EDP, on discrétise une équation intégrale dont la solution
permet de remonter a la solution de I’EDP gréace a la formule de représentation intégrale. Partant
de la formulation variationnelle de I’équation integrale, faisant intervenir des intégrales doubles
(surface-surface), I’approximation de I’espace variationnel par un espace discret d’éléments finis
de frontiére conduit a un systéme linéaire avec une matrice pleine complexe, souvent symétrique.
Ceci détermine les densités (par exemple les sauts de pression et vitesse normale en acoustique)
qui permettent dans un deuxiéme temps de déduire le champ en n’importe quel point de I’espace
grace a la formule de représentation intégrale.

Cette méthode est connue pour sa grande précision. En effet, la représentation intégrale basée
sur le modele discrétisé, vérifie exactement I’EDP (sous réserve de bien calculer les intégrales
qui interviennent dans les formules) et la condition de radiation a I’infini : c’est dans le noyau de
Green! L’erreur de discrétisation provient d’une part de I’approximation de la géomeétrie, d’autre
part de celle de la condition aux limites, qui est vérifiée au sens faible. Notons qu’industrielle-
ment, I’étape de préparation des données de calcul est trés lourde et consommatrice en temps
ingénieur. La simplification de I’étape de maillage (de surface plutdt que de volume), des qu’il
s’agit d’objet industriels complexes, est un autre intérét pratique de la méthode. Le maillage doit
bien approcher la vraie géométrie tout en respectant la longueur d’onde. Pour des applications
ou I’on s’intéresse au champ lointain, un pas de maillage de I’ordre du cinquieme de la longueur
d’onde suffit en général. On trouve dans la littérature une autre approximation des équations in-
tégrales par la méthode de collocation. Elle a été populaire chez les ingénieurs, car elle conduit
a une intégration approchée assez simple a mettre en ceuvre informatiquement, et de plus I’as-
semblage de la matrice ne faisant pas intervenir d’intégrale double (provenant d’une intégration
avec un point de Gauss) est plus rapide qu’avec une méthode variationnelle et un calcul pré-
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cautionneux de ces intégrales. Ceci se fait au détriment de la précision. On est souvent obligé
de surmailler pour atteindre une bonne précision. Or I’étape d’assemblage de la matrice a une
complexité en O(N?), ou N est le nombre d’inconnues, et I’étape de résolution par méthode
directe est en O(IN3). Pour des problémes pratiques, I’étape dimensionnante est I’étape de réso-
lution du systeme linéaire. Pour un nombre d’inconnues grandissant, la résolution directe n’est
plus possible, méme avec les plus gros ordinateurs. Nous présentons la méthode des multipbles
rapides qui permet de résoudre le systéme par méthode itérative, réclamant a chaque itération
de savoir calculer le produit matrice fois vecteur. Cette méthode permet de calculer une bonne
approximation de ce produit sans jamais assembler toute la matrice et avec une complexité en
O(NIn N) au lieu de O(N?). Cette méthode développée récemment est en train de s’imposer
dans I’industrie avec I’extension croissante de son domaine d’applications.

6.2 Meéthode des éléments finis de frontiere en domaine fré-
guentiel

6.2.1 Approximation variationnelle
Considérons I’équation intégrale de simple
SA=po

qui permet de résoudre simultanément les problemes de Dirichlet intérieur et extérieur pour
I’équation de Helmholtz. On commence par mettre ce probléme sous forme variationnel :
trouver A € V tel que
s(A, AH) = Po(\) VAt eV

avec V = H=2(I),

s(MA) =41 (SA M)

=

3
et
PO()‘t) ~+3 <p07 Xf)—%

L’approximation par éléments finis de frontiere consiste d’abord a approcher la surface par un
maillage 7, en triangle par exemple. On note I';, la surface I" approchée. Ce maillage verifie
les propriétés habituelles (sur I’intersection de deux triangles, la qualité des éléments...). Pour
espérer avoir des résultats raisonnable, il faut que la taille i des éléments soit plus petite que la
longueur d’onde. Pour la plupart des applications, notamment celle ou I’on s’intéresse au champ
lointain, une taille de triangles inférieure au cinquieme de la longueur d’onde est suffisante. Le
nombre de triangle croit donc comme le carré de la fréquence.
On approche ensuite I’espace variationnel V' par I’espace

V0 = {\, = \; surletriangle T}, T; € 7}

Page 226/275 Modélisation des phénomeénes de propagation d’ondes



6.2. ELEMENTS FINIS DE FRONTIERE - DOMAINE FREQUENTIEL

C’est une approximation dite P°. Cette approximation est conforme : V/;, C V et en faisant tendre
h vers 0, on approche de mieux en mieux I’espace 1V et moyennant un opérateur de projection de
I';, sur I, on peut exhiber un opérateur d’interpolation et démontrer de bonnes estimations.

Notons N le nombre de triangles. L’espace ;" est de dimension N, et I’on dispose d’une
base simple : p;,i =1,..., N, avec

———— sur le triangle 7;
pi(z) = { aire(T;)

0 ailleurs

A\, €V}, est représenté par le vecteur A" des coordonnées de )\, dans cette base :

N
T) = Z A?%‘(x)
=1
Le probleme approché consiste en

trouver )\, € Vj, tel que
Sh()\hy /\;L) = PO,h(/\;L) V/\;L - Vh
ou
M) = [ Gl @)D )T )
'y xI'y,

et

%Amzﬁﬁﬁm&mﬁm»

Pon €tant obtenu a I’aide de I’opérateur de I’interpolation. En général, p, est la trace d’une
onde incidente, par exemple une onde plane. On prend alors pour p,,, la trace de celle-ci sur
le maillage.

Notons S” la matrice N x N suivante :

etklz—yl
Sh — ) = dT;
i = sn(g 1) = aire(T;) aire(T, / / 47r\x — y\ Ti(y)dTi()

Sh est une matrice pleine complexe symétrique (non hermitienne).
Notons P/ le vecteur de coordonnées

1
pr——— | po(0)dT
0,2 a/l're(ﬂ) /TZ poyh(l‘) (x)

Le probleme discret est equivalent a résoudre le systéme

(6.1) ShAl =
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On démontre que si k2 n’est pas une valeur propre du probléme de Dirichlet intérieur pour I’opé-
rateur —A, alors si le maillage est suffisamment fin (A suffisamment petit), le probléme discret
(6.1) admet une unique solution. Dans la pratique, il suffit souvent que le pas du maillage & soit
inférieur & une fraction de la longueur d’onde, de I’ordre de \/5.

Une fois I’équation intégrale discréte (6.1) résolue, on peut représenter le champ en tout point
grace a la formule de représentation intégrale. C’est une formule de représentation discréete au
sens ou d’une part les intégrales sont calculées sur la surface facetisée Iy,

w@) = [ Gl )Ty Z N / Gty
et que les intégrales sur les triangles 7; sont calculées par des formules approchées.

6.2.2 Remarques sur la résolution du probleme discret

On voit que la mise en ceuvre pratique de la méthode des éléments finis de frontiére est bien
plus complexe que celle des éléments finis de volume appliqués a la résolution d’une EDP. Le
«ticket d’entrée» est cher !

D’abord, nous sommes amenés a calculer des intégrales singulieres, la précision du résultat,
et I"utililité du calcul, dépendant bien sdr de la précision du calcul de celles-ci. D’un point de vue
informatique, nous avons a gérer de gros volumes de données. En effet, bien qu’on ait gagné une
dimension d’espace - d’un probléme d’EDP dans un volume on s’est ramené a probleme intégral
posé sur une surface - la matrice du systeme est pleine et donc on peut étre penalisé en stockage
mémoire/disque et en temps de calcul. Notons qu’en respectant un pas de maillage 7 en A\/5 (en
tout cas proportionnel a la longueur d’onde \), on voit que le nombre de degrés de liberté, ici le
nombre de triangles, croit comme O(\~2) = O(f?), ou f = ¢/ est la fréquence. L’occupation
mémoire/disque croit comme f*.

Le systeme peut étre résolu a I’aide d’une factorisation LD L' complexe. La complexité de
la factorisation est en O(N3) = O(f¢). Dans la pratique, la factorisation est praticable pour une
taille de probleme I’ordre de quelques dizaines de milliers d’inconnues sur un PC de bureau et
quelques centaines de milliers sur un cluster de PC. Au dela, il faut changer la méthode résolution
et résoudre le systeme a I’aide d’une méthode itérative. Néanmoins le produit matrice-vecteur en
O(N?) = O(f*) reste tres cher. La méthode des multipdles présentée dans le paragraphe suivant,
permet de diminuer cette complexité a O(N log V).

6.2.3 Principe de réciprocité

Nous avons démontré au 85.7.2 le principe de réciprocité entre émetteur et récepteur. Véri-
fions ce qu’il en est pour le probléme discrétisé.
Considérons une source élémentaire positionnée au point x, € 2¢. L’équation intégrale dis-
crétisée s’écrit :
SPAr = -G,
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ou la ieme coordonnée du vecteur GG, est donnée par

1
(62 = e | Gl T

G étant la fonction de Green de I’équation de Helmholtz. On suppose que h est suffisamment
petit pour que la matrice S* soit inversible.

Le champ total discret en un point = # =, quelconque dans I’espace est la somme du champ
incident G(z, ) et du champ diffracté S"\” :

U (00) = Gla) + 3 (A | Glaio)

J=1

Ainsi si x et 2, sont deux points distincts dans €2¢, on a

Up(zg, 7)) = G(zs, 7)) + (AZS)G%

S S

Or
AL]L’ZS = _(Sh)_leEs

Ona
G(zs, 7)) = G(2), xs)

S

D’autre part, comme S” est symétrique, son inverse I’est aussi et on a

t(A};g)(Gm’) = _t(chs)(Sh)_l(Gac’) = _t(G:c;)(Sh)_l(st) = t(Az’s)(qu)

E] E E]

On en deduit que I’approximation variationnelle conserve le principe de réciprocité :

Un(ws, ) = Un(, )

6.3 Meéthode des multipdles rapides

6.3.1 Meéthode mono-niveau
Premier survol

Le but de cette partie est de présenter rapidement, sans détailler, et de maniére si possible
didactique la methode multipdle rapide dans sa version simplifiée a un niveau. Les éléments
présentés ici doivent suffire a implémenter une premiére méthode multipble mono-niveau.
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Principe de base La méthode multip6le rapide permet de réaliser de maniére économique des
produits matrice-vecteur. On se donne donc un vecteur A" = (A),-,<y représentant la fonction
Mn(w) = 3 <<y AJw;(x), et on cherche & calculer le produit S™ A dont la 4-ieme coordonnée
s’écrit :

(62) 47 = [ [ Glpm@p @@ )
r, JIry,
L’idée de base de la méthode multip6le est de tenter de séparer les variables z et y afin de pou-
voir séparer les deux intégrales. Pour cela, il nous faut reécrire le noyau de Green différemment.

Cette reécriture déterminera la forme que prendront les fonctions manipulées par la FMM.

Simplification des termes matriciels Pour des équations intégrales plus compliquées, on pourra
toujours se ramener a calculer des expressions de la forme :

6.3) /F [ Gl r@gt)ar @

avec des fonctions f et g scalaires.

F1G. 6.1 — Configuration type

Décomposition du noyau On se donne quatre points x, M, M, et y. Pour fixer les idées,
on suppose que I’on est dans la configuration représentée figure 6.1 : x est proche de M, y
est proche de M,, M; et M, sont éloignés. On précisera ultérieurement le sens précis de ces
assertions. Le vecteur z7 se décompose bien sir sous la forme :

Ty = xMy + My My + Moy

On souhaiterait donc décomposer le noyau de Green G(x,y) de la méme maniére. Le théo-
reme d’addition de Gegenbauer permet de faire cela. Précisons tout d’abord quelques notations :
on désigne par S la sphére unité de R3, par 5 un point générique de S, par P, le polynéme de
Legendre de rang [, et par h}l) la fonction de Hankel sphérique du premier type de rang /. On a
alors la décomposition suivante pour le noyau de Green :

(6.4) G(x,y) =

hm zks leTL (g)ezks.ngdg
167’(’2 LS Yoo s M, ]V[
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ou

(6.5) Th ()= D (20 + 1)i'h{" (k.| My My|) Pi(cos(5, My M)

M
0<I<L

Tachons d’interpréter la formule (6.4). Elle comporte trois termes : le terme eikal trans-
porte I’information du point source x au point M,. Le terme T}, 4, (5) assure le transfert de

I’information entre M, et M,. Enfin, le terme eiks-Mzy transporte I’information jusqu’au point
destination y. On voit que dans cette formule, les variables x et i sont bien séparées. La fonction
(6.5) s’appelle fonction de transfert.

(a) Sans laFMM (b) Avec laFMM

FiG. 6.2 — Traitement des interactions

L’intérét de cette décomposition du noyau de Green est illustré sur la figure 6.2. Dans le cas
ou un ensemble de points =; proches de M, agit sur un autre ensemble de points y; proches
de M,, la méthode classique (figure 6.2a) génére un grand nombre d’interactions, tandis que la
méthode multip6le (figure 6.2b) centralise les informations en M, et M, et génére ainsi beaucoup
moins de calculs.

On voit apparaitre ici deux difficultés : d’une part I’intégrale sur S dans (6.4) va devoir étre
discrétisée, d’autre part le nombre de termes de la somme (6.5) va devoir étre fixé, et ces deux
approximations devront étre réalisées conjointement.

Découpage en domaine Afin de retrouver les points x et y de I’égquation (6.3) dans une confi-
guration proche de celle de la figure 6.1, on va procéder au découpage de la surface de I’objet
traite I';, en sous-domaines de tailles homogenes. Il existe pour cela une infinité de méthodes
possibles, on en a choisi une qui est a la fois simple et systématique : on congoit une grille 3D
cubique de pas a englobant 2 (figure 6.3), chaque intersection non-vide d’un cube de la grille et
de la surface I';, constitue un sous-domaine de notre découpage.

Le découpage obtenu sur un objet plus réaliste est représenté sur la figure 6.4. Le maillage
utilisé est celui d’un airbus A318 d’envergure 15 longueurs d’onde, comportant 23676 inconnues.
Le découpage est constitué de 584 boites d’aréte égale a une demi longueur d’onde.

L équivalent 2D de ce partitionnement est représenté sur la figure 6.5. Les cellules ayant une
intersection non vide avec I';, sont grisées. On note C les cellules ainsi découpeées, et M le centre
de C.
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— Découpage de I';, avec une grille 3D d’aréte a

F1G. 6.3

un airbus A318 avec une grille 3D

Fi1G. 6.4 — Découpage d

FI1G. 6.5 — Découpage de I';, en sous-domaine (version 2D)

Modélisation des phénomenes de propagation d’ondes
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Interaction entre deux sous-domaines On se donne deux cellules C et C’' de notre grille, de
centres respectifs M et M’, et on cherche a calculer le terme d’interaction entre deux sous-
domainesI', NC etI', NC’, a savoir :

(66) [ [ @)

En utilisant la décomposition du noyau (6.4), en mettant de coté la constante ik /1672, et en
supposant L fixe, ce terme peut s’écrire :

Jo T G ) T )
zel'p,NC Jyel'y,NC’ JseS

Réordonnons les intégrales :

6n [ [ Jrma@ ([ e )| e

On voit apparaitre trois phases dans le calcul de cette formule :
Initialisation : on calcule la fonction F, définie sur la sphére unité S par :

(6.8) Fe(3) = RS £ (1) dTy ()

zel'yNC

Fe ne dépend que du courant f, de la cellule C et de son centre M. Elle représente I’in-
fluence du domaine I';, N C sur I’extérieur. F sera parfois appelée “fonction d’émission”
de C. D’une maniére génerale, les fonctions définies sur S comme F. seront appelées
“fonctions de radiation”.

Transfert : on multiplie la fonction F¢ par la fonction de transfert TALJM,. Le produit résultant
est toujours une fonction définie sur S, elle représente I’action des courants f portés par
', N C au point M’ de I’espace.

Intégration : on termine le calcul en intégrant le résultat du transfert a la fois sur S et sur
rync .

/ / [TE (3)Fe()] g (y)dSdT, (y)
yel'nne’ Jses

Troncature et discrétisation Troncature de la fonction de transfert

On va tenter d’utiliser la formule de décomposition du noyau (6.4) dans la configuration de
la figure 6.5. Pour cela, il est tout d’abord nécessaire de choisir L dans la somme définissant la
fonction de transfert (6.5).

On a donc deux cellules C de centre M, C’ de centre M’ et deux points x € C ety € C’. On
note :
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> ALY
(69) {7"0 —MM,

T =xy —-Alﬁl’::xﬁ4—%iwﬁy

Onadonc zy = 7+ 7. Le vecteur £y se décompose comme la somme du vecteur 7 reliant
les centres des cellules et du vecteur 7 constituant le “reliquat”. On cherche a calculer le noyau de
Green G(|7+ 7|) & partir de la fonction de transfert 7'%. Nous donnons ici un résultat simplifié
mais correct en premiére approximation. Sous la condition :

1
619 "
on peut se contenter de prendre L = k|r] termes dans la somme de la série (6.5) pour obtenir
la convergence (La notation L = k|7] est un raccourci pour L = |k|7]| ou |z] désigne la
partie entiére de x). Dans la pratique, cette valeur de L s’avére convenable pour des valeurs de
a Supérieure a 2\, mais conduit a une FMM peu précise en dessous. Pour une méthode précise a
1073 (i.e. un écart relatif de 102 entre les produits matrice-vecteur classiques et multipdles), on
peut prendre les valeurs présentées dans la table 6.1.

a L
A48
A2 112

A |20
2\ | 32

TAB. 6.1 — Suggestions de valeurs pour a et L

Dans le cas d’un découpage de I';, par une grille cubique 3D d’aréte a, ona:

(6.11) 7 < V3a

donc (6.10) sera vérifiée des que :

|To| > Xi:vrd 1,9

Cette condition exclut toutes les cellules C’ ayant une face, une aréte ou un sommet en com-
mun avec C, puisqu’on a alors || /a qui vaut 1 dans le premier cas, v/2 dans le second et /3
dans le troisieme. Bien sir C" = C est également exclu.

On qualifiera désormais de voisines deux cellules ayant au moins un sommet commun. On
vient donc de voir que :

— Si C et C’ ne sont pas voisines, la série (6.5) peut étre tronquée au rang L = k|r]. On peut

alors calculer I’interaction entre I', N C et I';, N C" a partir de (6.7).
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— Si C et C’ sont voisines, on ne peut pas tronquer la fonction de transfert, on est donc obligé
de calculer le terme (6.6) classiqguement.
On notera par la suite v(C) I’ensemble des cellules voisines de C.
Discrétisation de la sphere unité L étant désormais fixé, on a besoin de calculer I’intégrale
de surface sur S définie par :

ikS. P L (A 12
/ e (5)ds
ses
Les fonctions £2 de S ont une base naturelle qui est celle des harmoniques sphériques, notée :

(Yim)i>0, —1<m<i

La fonction Tr% appartient a I’espace engendré par les harmoniques de rang [ < L : on dit
qu’elle est de largeur de bande L.
Or le terme €#57 se développe en série :

(6.12) 5 =N (21 4 1)V (. |F1) Pi(cos(5, 7))

>0

De la méme maniére que I’on arréte la somme de la fonction de transfert 7)% au rang L, on
démontre que la série e*5" peut étre tronquée au rang L avec une erreur du méme ordre. On
déduit du résultat précédent que la fonction intégrée Tﬁoeikﬁ est de largeur de bande 2L, c’est a
dire qu’elle peut s’ecrire :

eik§.FTT%(§>: Z Ay Yim(5)

—I<m<li
0<I<2L

Il nous faut trouver des points de quadrature s, et des poids w,, qui intégrent exactement les
harmoniques spheriques Y;,,,(0,¢) avec 0 < [ <2Let -l <m <.

Le choix le plus simple est de prendre pour points d’intégration une distribution uniforme sur
fetsuro:

4+ 1/2
) <i<2L,
oL +1
] .
=9 < j<oL
0;=2mop 7 0SS

associés aux poids d’intégration adéquats.
Le choix fait ici n’est pas optimal, mais il est le plus simple & implémenter, et est suffisant en
premiére approche.

Récapitulatif On a désormais tous les elements pour realiser un produit matrice-vecteur multi-
pole a un niveau. On se donne un courant surfacique ¢ en entrée, et un decoupage de I';, a travers
une grille. Le produit S"A" se réalise en deux parties :
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Interactions proches : pour tout cellule C’ fixée, et pour toute fonction de base ¢ localisee
dans C’, on passe en revue les cellules C voisines de C’ pour calculer de maniere classique
le terme d’interaction :

(6.13) G(z,y)f(7)p;(y)dln(z)dlh(y)
> e e

cev(C

f est I’'une des composantes de ¢, ou bien divp, (t). ©; représente I’expression correspon-
dante pour ;. Le resultat de cette intégration constitue la partie “interaction proche” de la
j-iéme composante du vecteur S"A”.

FI1G. 6.6 — Interactions proches sur un Airbus A318

Cette partie du calcul est illustrée sur la figure 6.6 dans le cas d’un avion. Si C’ est la boite
centrale (dont I’intersection avec le maillage est en bleu), la grande boite, et la portion
rouge du maillage, constituent la zone voisine qui interagira avec C’ via I’équation (6.13).

Interactions Lointaines : le calcul se fait en trois étapes.
1. Initialisation : pour toute cellule C, on calcule la fonction de radiation
(6.14) Fel5) = e*E £ (2)dD ()
zel'yNC

en tout point s de notre quadrature de S.

F1G. 6.7 — Initialisation de la fonction de radiation F, a partir des courants surfaciques

La figure 6.7 illustre le fait que le calcul d’une fonction de radiation F. se réalise a
partir des seuls courants surfaciques contenus dans I';, N C. Notons que ces courants,
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issus du vecteur ¢ donné en entrée du produit matrice-vecteur, ont un sens mathé-
matique mais n’auront pas de sens physique tant que le solveur itératif n’aura pas
convergé.

2. Transfert : pour toute cellule C’ fixée, on passe en revue les cellules C non-voisine de
C’ pour calculer :

(6.15) Gor(8) = Y Tis, (3).Fe(3)

cav(C’)

De la méme maniére que F. représente I’influence du domaine I';, NC sur I’extérieur,
la fonction G¢: représente I’influence de la partie de I', loinde C" sur I'), N C'.

FiG. 6.8 — Transferts des fonctions de radiation entre cellules non-voisines

Sur lafigure 6.8, I';,NC’ est tracé en bleu tandis que la portion non-voisine du maillage
est tracée en rouge.

3. Intégration : pour toute cellule C’, et pour toute fonction de base ¢; localisée dans C’,
on calcule I’intégrale :

vk

A
(6.16) 1672

/ Ger(3)e™ My () d5dT (1)
yer,nc’ Jses

Le résultat de cette intégration constitue la partie “interaction lointaine” de la j-iéme
composante du vecteur S"A”, et se rajoute tout naturellement a la partie “interaction
proche”.

6.3.2 Meéthode multi-niveau

Premier survol : calcul a 2 niveaux

Nous présentons la méthode multi-niveau dans une version basique, ce qui nous permettra

d’évoquer les concepts fondamentaux dans une relative simplicité.

Principe de base L’idée de base est d’appliquer une approche divide-and-conquer a la methode
multipdle, a la maniere de I’algorithme de tri quickSort ou de la transformée de Fourier rapide.
Dans I’algorithme quickSort, on divise le tableau a trier en deux moitiés que I’on trie séparément

Page 237/275



CHAPITRE 6. METHODE DES ELEMENTS FINIS DE FRONTIERE

avant de les fusionner. Dans I’algorithme FFT, on procéde de la méme maniére. A chaque fois,
I’opération (tri dans le premier cas, Fourier dans le second) effectuée sur chaque demi-ensemble
rend triviale la méme opération effectuée sur I’ensemble tout entier.

Dans notre cas, on a aussi une propriété de ce type : si on divise une cellule C centrée en M
en deux cellules C; centrée en M, et C, centrée en M5, on a la relation suivante entre fonctions
de radiation définies par I’équation (6.8) :

Fe(5) = eiké‘.Mfocl(g) + eikg.M;MFCQ@)

On va donc tenter de tirer partie de ce type de propriété pour écrire une méthode multip6le a
deux niveaux.

Découpage hiérarchique On définit un découpage a deux niveaux de I';, (cf. figure 6.9). La
grille “large” constitue le niveau 0. La grille fine constitue le niveau 1, elle est une subdivision
de la précédente avec un pas deux fois plus petit.

FI1G. 6.9 — Découpage a deux niveaux de I'j,

On définit une structure hiérarchique s’apparentant a un arbre entre ces deux grilles. Le niveau
0 est le haut de I’arbre, le niveau 1 le bas de I’arbre. Les cellules du niveau 1 issues de la division
d’une cellule du niveau 0 sont appelés “enfants” de cette cellule. La relation inverse définit le
“parent” d’une cellule. Ce type de lien est illustré par des fleches sur la figure 6.10. En trois
dimensions, chaque cellule du niveau 0 a au plus huit enfants (on ne garde que les cellules ayant
une intersection non-vide avec I';,), et chaque cellule du niveau 1 a exactement un parent.

Pour circuler au sein de cet arbre, définissons quelques notations. On indique le niveau d’une
cellule par un exposant entre parenthése a coté du nom de cette cellule : C® ou C(V). On note
p(C) le parent d’une cellule, et e(C) I’ensemble des enfants d’une cellule. Enfin, on qualifie de
voisines deux cellules ayant au moins un sommet en commun et se trouvant au méme niveau de
I’arbre. On conserve la notation v(C) pour désigner I’ensemble des cellules voisines de C.
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0 . d 2 o'
O' 0 " o‘ 0' H
PIPP PP R EEr) LR EEE) AT AL Niveau C
P 4 . .
p L . . f

Parent

Niveau 1

F1G. 6.10 — Structure hiérarchique

Quelles interactions a quel niveau? Avec deux grilles, on a potentiellement deux méthodes
multipdle, une au niveau 0, I’autre au niveau 1. Essayons de voir quand utiliser chacune des deux.

On se donne une cellule ¢’") ainsi qu’une fonction de base ¢, localisée dans '™V, Sur la
figure 6.11, on a représenté en gris foncé la cellule ¢’ ainsi que son parent p(C’"). En gris
clair, on a leurs voisins respectifs. On a également représenté par des points épais sur chacun des
deux niveaux quatre degrés de liberté sur I',, dont le numéro j localisé dans 'V,

De maniere schématique, pour un niveau donné, cette zone gris clair représente la portion
du maillage qui ne peut pas interagir en mode “multipdle” avec la fonction de base ¢ ; localisee
dans la cellule gris foncé (cf. section 6.3.1). Evidemment, la zone blanche contient la portion du
maillage qui peut interagir en mode “multipdle” avec ;.

Niveau O

Niveau 1

FIG. 6.11 — Voisins de '™ et de son parent p(C’'™").

Pour traiter I’interaction d’un degré de liberté donné avec le degré de liberté j, trois cas de
figure se présentent. Ils sont représentés sur la figure 6.11.

— L’interaction entre le dl 1 et le dl 5 ne peut se faire en mode multipdle ni au niveau 0, ni au
niveau 1. On est obligé de la traiter en mode proche.
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— L’interaction entre le dl 2 et le dl j peut se faire en mode multipdle au niveau 1 ou en mode
proche au niveau 0.

— L’interaction entre le dl 3 et le dl 5 peut se faire en mode multip6le aux niveaux 0 et 1.

Plus les cellules sont grandes, plus les transferts de la FMM sont lents (le nombre L aug-
mente) mais ils sont de moins en moins nombreux : c’est ce deuxiéme aspect qui est le plus
déterminant. Par conséquent, on va chercher a traiter les interactions en mode multipéle chaque
fois que c’est permis, et ce au plus haut niveau possible (ici, au niveau 1 pour le dl 2, au niveau
0 pour le dlI 3).

Notion de banlieue On va définir la notion de banlieue : on dit que deux cellules d’un méme
niveau sont “banlieues” I’une de I’autre si elles ne sont pas voisines, mais que leur parents res-
pectifs le sont. On note b(C) I’ensemble des banlieues de C. Compte tenu de ce qui a été vu
précédemment, la notion de banlieue apparait naturellement : au niveau 1, b(C) est I’ensemble
des cellules interagissant avec C en mode multipdle au niveau 1.

. Voisins de C
. Banlieues de C Niveau 0= = =
Distantes de C Niveau 1~

FiG. 6.12 — Voisins et Banlieues au niveau 1

Comme on le voit sur la figure 6.12, les cellules du niveau 1 sont partagées en trois sous-
ensembles qui sont (des plus proches aux plus éloignées de C) :

— Les voisines de C, notés v(C), contenant C elle-méme;

— Les banlieues de C, notées b(C) ;

— Les cellules distantes de C, notées d(C), qui sont les cellules restantes..

Compte tenu de la définition de v(C) et de b(C), on peut écrire :

elo(p(C))],
Clv(C) Ub(C)] = Ce[v(p(C))]

—

(6.17) { 2&8 Lib(C) =
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(a) Découpage du niveau 0 (b) Découpage du niveau 1

(c) Non-voisins au niveau 0 (d) Non-voisins au niveau 1

(e) Banlieues au niveau 1 (f) Woisins au niveau 1

F1G. 6.13 — Méthode multipble a deux niveaux sur un airbus A318
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ou I’on note C.A le complémentaire d’un ensemble A.

La figure 6.13 illustre ce découpage sur un cas réel. Les images 6.13a et 6.13b montrent les
découpages des niveaux 0 et 1. Sur les figures suivantes, on a repéré avec une fleche un degré
de liberté sur le dos de I’appareil. Les figures 6.13c et 6.13d montrent en rouge les portions
de maillage considérées comme non-voisines de cette inconnue aux niveaux 0 et 1, la figure
6.13e montre les banlieues au niveau 1 du degré de liberté pointé, et la figure 6.13f montre la
portion voisine au niveau 1. On voit clairement que les banlieues au niveau 1 sont obtenus par
soustraction ensembliste des portions de maillage non-voisines au niveau 1 et 0.

Le calcul de la composante du produit matrice-vecteur correspondant au degré de liberte
pointé se fera alors :

— via la méthode multipdle au niveau 0 pour la portion rouge de la figure 6.13c;

— via laFMM au niveau 1 pour la portion rouge de la figure 6.13e;

— via une méthode classique (non-multipdle) pour la portion rouge de la figure 6.13f.

Algorithme continu  On va écrire un premier algorithme multipdle a deux niveaux, sans tenir
compte pour I’instant des problémes de discrétisation ou de nombre de poles.

Pour toute cellule '™ fixée, et pour toute fonction de base ; localisée dans ¢'™, on cherche
a calculer la j-iéme composante du produit matrice-vecteur (S"A"). Elle s’écrit :

= [ [ Ga@em)dn @)

Chacun des trois sous-ensembles identifiés sur les figures 6.12 et 6.13 va étre traité separé-
ment.

Les cellules voisines

Comme dans le cas mono-niveau, on traite tout d’abord Iinteraction de C’) avec ses voisines
via un produit matrice-vecteur classique. Le terme correspondant s’écrit :

Z /eF ne() /ep ~er) G(z, y) (@) p;(y)dln(z)dls(y)

cWev(cr®

Les cellules banlleues
On traite ensuite I’interaction de ¢’") avec ses banlieues via une FMM au niveau 1. Le terme
correspondant s’écrit :

> [ ] GEpn@em @)
zel',NC ythmc/(l)

cWeb(cr™)

On utilise la décomposition du noyau (6.4), en mettant de coté la constante ik/1672, et en
supposant L fixé. En réordonnant les intégrales, le terme précédent peut s’écrire :

/ / e/hs My Z Tﬁ%}@) (/ €ik§'xM)\h(x)th(x)) goj(y)dl“h(y)d§
5es Jyer,nc'® zel,NC)

cWep(cr)
On retrouve les trois étapes de la FMM mono-niveau :
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1. Initialisation des fonctions de radiation pour les cellules banlieues de ' :
2. Transfert de ces fonctions vers ¢’V :
3. Intégration du résultat sur ¢,

Les cellules distantes
Il reste a calculer I’intégrale pour x € T';, N d(C’(l)). En utilisant (6.17), le terme d’interaction

s’écrit :
Z / / G(z, y)An(2); (y)dTp(z)dDy (y)
C<0)€’U(p(c/<l))) ZEEFhI"IC(O) yel“th/(l)

On utilise la décomposition du noyau (6.4) écrite au niveau 0 entre C©) centrée en M© et
¢'© (parent de ¢’V centrée en 1'”). On obtient :
(6.18)

ikg. M1 (©) L(0) k5.2 M(©) -
/*es /yEF e € ! Z TM(O)YW(O)(‘;) (/GF e e )\h(x)th(l’)> ©0;(y)dl'y(y)ds
S h T h

CO gu(p(c'™))
On retrouve les trois étapes de la méthode multipdle au niveau O, que I’on va légérement
adapter :

1. Initialisation des fonctions de radiation pour les cellules C(© ¢ v(p(C’™™)). On va utiliser
la formule suivante :

/ eikg,me) )\h(x)th(:E) _ Z eiké’.]V[(l)M(O) </ eiké‘.x]V[(l))\h(x)th(x))
:EEFhﬂC(O) xGFhﬂC(l)

cWee(C®)

qui s’écrit plus simplement :

(6.19) Feold) = > MIMIT,(5)
CWee(C(0)

On va donc d’abord initialiser les fonctions de radiation F.) au niveau 1, puis utiliser
(6.19) pour remonter au niveau O et calculer F.

2. Transfert de ces fonctions vers p(C’™). Ces transferts ont lieu au niveau 0.

3. Intégration du resultat. On note G« le terme entre crochets dans (6.18). Comme pour
I’initialisation, on va d’abord changer de niveau en écrivant :

(620) gcf(l) (g») — eikzé‘.M/(O)]V[/(l)gC,(O) (g)

Puis on intégre le résultat sur '™V avec I’équation usuelle :

- k3 M’
/ gCl(l) (S>€zks.M
yelp,nC’M Jges

) -
Wi (y)d5dT, (y)
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3. Transfert

F niveau O G niveau 0

2. Montee 4. Descente

1. Initialisation 5. Transfert 6. Integration

F niveau 1

G niveau 1

FI1G. 6.14 — Algorithme FMM a deux niveaux

Synthése

Le traitement des cellules distantes et des cellules banlieues met en jeu des phases d’initiali-
sation et d’intégration au niveau 1 qui sont similaires, on va donc les mettre en commun. Mettant
de coté les interactions proches, on voit apparaitre une méthode multipble bi-niveau en 6 étapes
présentées figure 6.14.

1. Initialisation des fonctions de radiation .. au niveau 1.

2. Montée : on calcule les fonctions de radiation F, au niveau 0 en sommant les contribu-
tions des enfants avec (6.19).

3. Transfert au niveau O : on calcule les fonctions de radiation G.) sommant les contributions
des cellules non-voisines.

4. Descente : on calcule la premiere partie de G, en descendant la contribution du parent
avec (6.20).

5. Transfert au niveau 1 : on rajoute a G, la contribution des cellules banlieues. Ce rajout
est symbolisé sur la figure 6.14 par le P

6. Intégration au niveau 1 des fonctions G.).

Montée et descente Difficultés liées au changement de niveau

L’algorithme multipdle bi-niveau met a jour deux nouveaux type d’opérations par rapport au
cas mono-niveau : les montées et les descentes. Dans I’algorithme continu, ces équations se ré-
duisent a un changement de centre, comme dans (6.19) et (6.20). Par exemple, une multiplication

par ¢k M@ MY transforme une fonction de radiation attachée a une cellule centrée en M en
fonction centrée en M (), On appellera cette opération une translation, le vecteur de translation

—

étant bien sr A/ M Q) jci.

Lorsqu’on passe de I’algorithme continu a I’algorithme discret, on doit tenir compte du
nombre de pdles aux niveaux O et 1, notés L(© et L(), Ce nombre de pdles est calculé a partir du
pas du découpage, il dépend donc du niveau. Quelle que soit la maniére choisie pour calculer L,
on aura toujours L©® > L. Sj on choisit d’utiliser la formule simple L = kr (o0 r = \/3a est
le diamétre d’une cellule), alors L sera le double de LV,

Si le changement de niveau s’accompagne d’un changement du nombre de pdles, il s’accom-
pagne aussi d’un changement de discreétisation de la sphére unité S. Cette derniére est choisie
pour pouvoir intégrer exactement les fonctions de largeur de bande 2L .
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onnote (s ©, w) et (5.1, w") les quadratures respectivement des niveaux 0 et 1. On doit
donc étre capable de passer de I’'une a I’autre de ces quadratures de la maniere la plus précise
possible.

Extrapolation

On appelle extrapolation le passage de la grille (5; ), w") a la grille (57, w ). On oublie
provisoirement le changement de centre qui va normalement de pair avec le passage d’une cellule
a la cellule parent. Nous allons voir dans un premier temps I’algorithme basique pour réaliser
cette opération, puis nous présenterons I’algorithme rapide utilisé dans notre implémentation
FMM.

Algorithme basique Soit une cellule C™") au niveau 1, et la fonction de radiation F.q)
définie par :

(6.21) Few (5) = MY N (2)dT ()

IEFhﬂC<1)

On ne connat cette fonction que par ses valeurs sur la grille F.)(s;"). On sait néanmoins
que c’est une fonction de largeur de bande L(!) /2 (& une erreur e prés). En effet, on a tronqué la
série (6.12) au rang L") dans le cas ot * défini par (6.9) vérifiait seulement la condition (6.11) :
|7 < v/3a (0l a est I’aréte du découpage au niveau considéré). Ici le vecteur dans I’exponentielle
relie un point de CV & son centre, donc il vérifie la condition plus restrictive : |zM M| < v/3a/2.
On peut alors tronquer la série au rang L) /2 tout en conservant la méme erreur e.

Partant de 1a, on peut écrire F.. sous la forme :

Fey(5) = Z AL Yim(5)

—1<m<l
o<i<LM /2

Pour calculer les coefficients A, ,,,, il suffit d’utiliser I’orthonormalité des harmoniques sphé-
riques, qui permet d’écrire :

(6.22) A = Few (8)Y(5)ds
ses

On a au niveau 1 une quadrature de S qui integre exactement les fonctions de £2(S) de
largeur de bande < 2L ™. Ici, la fonction sous le signe intégrale est de largeur de bande seulement
LW /2 +1 < LM, Donc notre quadrature I’intégre exactement, et on a méme “de la marge”. On
va utiliser cette marge, et considérer désormais F.u) comme une fonction de largeur de bande
LM, On 'y gagne en précision, et on verra par la suite qu’il n’y a pas de surcodt associé a ce
changement. La fonction intégrée Fem Y, est alors de largeur de bande LW 41 < 2LM et
notre quadrature I’intégre exactement :

(6.23) At =3 i Fo (5: Y (52D)

Ay
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Une fois calculés les coefficients (A;,,) pour =l <m < let0 <[ < LM, on peut calculer
Few sur la grille du niveau 0 en écrivant tout simplement :

(6.24) Feo(sm™) = Y AnYim(si®)
—I<m<I
o<i<L®

Sachant que F,, est de largeur de bande L(%, cette équation revient a compléter les coeffi-
cients (A;,,) par des zéros pour LV < [ < L, En insérant (6.23) dans (6.24), on obtient :

625 Feolst®) =3 D VG )ims®)| W Feo (5iY)

i _i<m<i

o<i<r®

Cette opération est donc un simple produit matrice-vecteur, par une matrice dont le nombre
de colonnes est le nombre de points de quadrature au niveau 1, et dont le nombre de lignes est le
nombre de points de quadrature au niveau 0.

Cette matrice est plus simple qu’il n’y parait, puisque le terme entre crochets peut s’écrire :

£ (o - 20+ 1
Z Yl,m(sk(l))Yl,m(sk’(o)): Z ym Py(cosb)

—l<m<l 0<i<L™

(6-26) o<i<r®

LW 41
— m (Pray(cos @) — Pray,q(cosh))

ol I’on note # I’angle que font les vecteurs unitaires s3,* et 5, :

©0) 1)

cosf = sV .S,

La deuxieme formule ci-dessus n’est valable que si cosé # 1. Le nombre d’opérations de
cette extrapolation est egal au produit des tailles des quadratures de S aux niveau 0 et 1, soit
environ 4(L® L™1)2 avec notre discrétisation usuelle. Cette formulation de I’extrapolation est la
plus simple a implémenter, il existe une méethode pour accélerer ces calculs que I’on ne présentera
pas ici.

Réduction

On appelle réduction le passage de la grille (s, w'®) & la grille (57", w!"). Comme pour
I’extrapolation, on met entre parenthese le changement de centre qui va normalement de pair
avec le passage d’une cellule a une des cellules enfants.

Soit une cellule ¢’°) au niveau 0, et la fonction de radiation G, définie par :
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Goro) (5) = Z TL(:) o (5)Feo (5)

)M’
COgu(c )

On ne connait cette fonction que par ses valeurs sur lagrille G, (sk/ ) On sait néanmoins
que c’est une fonction de largeur de bande L (a une erreur e prés). En effet, la fonction de
transfert TAL;O))M, o &t de largeur de bande L), donc on peut négliger les harmoniques de rang
supérieur.

Partant de la, on peut écrire G, sous la forme :

Gow(3) =Y AmYim(3)

—I<m<li
0<I<LO)

Pour calculer les coefficients A, ,,,, il suffit d’utiliser I’orthonormalité des harmoniques sphé-
riques, qui permet d’écrire :

(6.27) Am= [ Gow (Y, (3)ds
Fes
La fonction a calculer G, ) étant amenée a étre ajoutée au résultat des transferts au niveau 1
(de largeur de bande L) avant d’étre intégrée, seuls les coefficients Apmavec( <1< LM nous
intéressent. Sous cette condition, dans (6.27) la fonction sous le signe intégrale est de largeur de
bande maximale L + L) < 2L donc notre quadrature au niveau 0 I’intégre exactement :

(6.28) At =Y 0 Goro (50 (52?)

s3 (0)

Une fois calculés les coefficients (A;,,) pour —l < m < let0 <[ < LM, on peut calculer
Gy sur lagrille du niveau 1 en écrivant tout simplement :

(6.29) Gow(5iD) = D ApnYim(sih)

—I<m<l
o<i<rM

Sachant que G« est de largeur de bande L) cette équation revient a annuler les coefficients
(Aym) pour LY < [ < L Eninsérant (6.28) dans (6.29), on obtient :

G5 =31 Y V(s O O) | w G (57

—1<m<l
| o<i<L®
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Cette opération est donc un produit matrice-vecteur par la matrice transposée de celle utilisée
pour les montées.

Changement de centre

Le changement de niveau dans I’algorithme multipdle associe toujours un changement de
quadrature de S et un changement de centre de radiation (On a choisit d’appeler “translation”
I’opération de changement de centre). Dans le cas d’une montée, cela se voit dans (6.19). Pour
une descente, c’est la formule (6.20). A chaque fois, on a la possibilité de faire la translation
avant ou apres le changement de grille (extrapolation ou réduction).

Niveau 0
1

T

—® Translation
""" > Extrapolation
@ Somme

FiG. 6.15 — Phase de montée

Si on note X’ I’opérateur d’extrapolation, la montee peut s’écrire de I’'une des deux manieres
suivantes :

- k3. MW 17 (0)
Fc(o)(5> =X E e’ Fc(l)(§> y
CMee(C)

Feo ()= Y M MINOX[F ()

cWee(c®)

La premiere équation correspond au schéma de gauche sur la figure 6.15, la seconde au
schéma de droite. Une translation augmente la largeur de bande de la fonction translatée, donc
si la translation précede le changement de grille, le calcul est en théorie moins précis que si
on fait le contraire. On pourrait compenser en augmentant le nombre d”harmoniques sphériques
conservees, mais la encore, en pratique, on ne voit pas de différence.

Il'y a en revanche une nette différence en terme de temps d’exécution. Dans I’algorithme
multipdle, I’opération “montée” envoie toutes les fonctions de radiation des enfants de C©) vers
celle-ci. On peut donc :

— soit translater chaque enfant puis sommer et extrapoler le résultat ;

— soit extrapoler chaque enfant puis translater et sommer.

La différence est dans le nombre d’extrapolations (la phase la plus colteuse ici). La premiére
méthode met en ceuvre une extrapolation pour tous les enfants, contre une extrapolation par
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enfant dans la seconde. Cette derniere est donc sensiblement plus lente. De méme, dans le cas
de la descente, on a intérét a réduire la fonction de radiation du parent avant de la translater vers
chacun des enfants.

Algorithme a deux niveaux Nous allons récapituler tous les points évoqués dans cette section,
et écrire complétement I’algorithme multip6le a deux niveaux pour la formulation EFIE. On se
donne un courant surfacique scalaire A, (x) en entrée, et un découpage de I';, & travers deux grilles
imbriquées. Le produit S* A" se réalise en deux parties :

Interactions proches : elles sont traitées au niveau 1, exactement comme dans le cas mono-
niveau (cf. équation (6.13)).

Interactions Lointaines : le calcul se fait en six étapes.

1. Initialisation : pour toute cellule C™™ du niveau 1, on calcule la fonction de radiation

Few (3) = / Fe MU N, (2)dD ()
zelnc®

en tout point s de notre quadrature de S pour le niveau 1.

2. Montée : pour toute cellule C(°) du niveau 0, on calcule la fonction de radiation Few
a partir de celles des enfants :

fc(o) (5’) - Z 6ik§M(1)N[(O)fC(1) (§)
cWee(C)
en tout point s de notre quadrature de S pour le niveau 0.

3. Transfert au niveau 0 : pour toute cellule ¢'© fixée, on passe en revue les cellules
¢ non-voisine de ¢’ pour calculer :

(0) —
Goo(5) = > T]@m);w(o) (8)-Few(3)
COgu(c' (@)
en tout point s de notre quadrature de S pour le niveau 0.

4. Descente : pour toute cellule ¢’ du niveau 1, on calcule la premiére partie de la
fonction de radiation G, 1) a partir du parent :

. ks MO (D) .
gCl(l)(S> — ezks.]V[’ 0) pprd gC/(O)(S>

5. Transfert au niveau 1 : pour toute cellule ¢'™ du niveau 1, on calcule la deuxiéme
partie de la fonction de radiation G,y en passant en revue les cellules banlieues c®
pour calculer :

L —

C(l)eb(c/(l))

sur la quadrature de S associée au nombre de poles L), Cette somme se rajoute a la
partie de G,y calculée dans la phase “descente”.
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6. Intégration : pour toute cellule c'@ et pour toute fonction de base ¢, localisée dans
¢’ on calcule I’intégrale :
ik
1672

kg M (D) -
/ o Sgc,<1)(§)ek MY o (y)d5dT (y)
yel'p,NC’ se

Le résultat de cette intégration constitue la partie “interaction lointaine” de la j-iéme
composante du vecteur S A", et se rajoute naturellement a la partie “interaction pro-
che”.

Extension a plusieurs niveaux

L’étude de la FMM a deux niveaux a permis de souligner les principales nouveautés de I’al-
gorithme multi-niveau par rapport a la version mono-niveau. Nous allons maintenant étudier le
cas géneéral d’une FMM a n niveaux (n > 2).

Construction d’un octree  Méthode Pour construire les structures dont on a besoin, I’idée est
de procéder de maniere récursive. On va simultanément créer une suite de découpages imbriqués
et une structure d’arbre associée. Le découpage de I';, en grilles imbriquées est représenté en
version 2D sur la figure 6.16, et en 3D sur la figure 6.17.

On commence donc par créer le niveau 0 du découpage en englobant I';, dans une boite
cubique suffisamment grande. Cette boite est ensuite divisée en huit boites identiques. On ne
conserve alors que celles de ces boites ayant une intersection non-vide avec I';,. Elles constituent
le niveau 1 de I’arbre. On répéte ce processus de division pour obtenir le niveau 2 de I’arbre.
A chaque nouveau niveau créé, la taille des boites est divisée par deux par rapport au niveau
précédent.

On arréte d’itérer soit quand on a construit un nombre de niveaux fixé par avance, soit lorsque
la taille des boites atteint un certain seuil. Dans le cadre d’une méthode multipdle, ce critere
s’exprime en nombre de longueurs d’onde. Une troisiéme méthode d’arrét consiste a fixer la
taille des plus petites boites, puis a multiplier celle-ci par deux jusqu’a dépasser la taille de
I’objet. On détermine ainsi la taille de la boite initiale, ainsi que le nombre de niveaux. C’est la
méthode que I’on a choisie dans notre implémentation. La taille des plus petites boites est un
parametre important dans la précision de la méthode, il est donc utile de pouvoir la contrdler.

La figure 6.18 représente le résultat d’un découpage multi-niveau appliqué a un maillage
d’airbus A318 comportant 23676 inconnues. Les boites ont des arétes dont la dimension varie
de 16 longueurs d’onde (au niveau 0) a une demi longueur d’onde (au niveau 5). Le niveau 6 n’a
pas été représenté, bien qu’il soit utilisé en pratique.

Quelques points de vocabulaire

Dans I’arbre obtenu, chaque cellule possede au plus huit enfants, d’ou le nom d’octree.
L’équivalent 2D représenté figure 6.16 s’appelle un quadtree. Il n’y a aucun quadtree dans notre
code FMM, on s’en sert ici dans un but purement illustratif. Le niveau O comporte une seule
cellule, c’est la “racine” de I’arbre. Les cellules du dernier niveau s’appellent les “feuilles” de
I’arbre. Comme tout arbre qui se respecte, la racine constitue le “haut” de I’arbre, et les feuilles
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Niveau 0

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

FI1G. 6.16 — Découpage multi-niveau de I';, (version 2D)

Racine
Niveau 0 L,
|
| |
Niveau 1
4 =
} ] o Feuilles
\
Niveau 2 LI

FI1G. 6.17 — Découpage multi-niveau de I";, (version 3D) et arbre associé
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(b) Niveau 1

() Niveau 0

(d) Niveau 3

(c) Niveau 2

(f) Niveau 5

(e) Niveau 4

F1G. 6.18 — Découpage multi-niveau d’un airbus A318

Modélisation des phénomenes de propagation d’ondes

Page 252/275



6.3. METHODE DES MULTIPOLES RAPIDES

le “bas”. On “remonte” dans I’arbre lorsque le numéro de niveau décroit, et inversement une
descente correspond a une incrémentation du numéro de niveau.

Enfants : on appelle toujours “enfants” de C, et I’on note ¢(C) les cellules issues de la subdi-
vision de C. Une cellule possede au plus huit enfants. Les feuilles n’ont pas d’enfant, les
autres cellules ont toujours au moins un enfant (sinon cela impliquerait que cette cellule
ne coupe pas I'y).

Parent : c’est bien sir la relation inverse. Toutes les cellules ont exactement un parent, sauf la
racine qui n’en a pas. On note p(C) le parent de C.

Voisines : on appelle voisines de C toutes les cellules du méme niveau de I’arbre que C ayant au
moins un sommet en commun avec C. Le nombre de voisines d’une cellule est toujours au
moins un (elle-méme), et au plus 3 x 3 x 3 = 27. Aux niveaux O et 1, toutes les cellules sont
voisines. Deux cellules situées a des niveaux différents ne seront pas considérées comme
voisines, méme si elles se touchent. On note v(C) I’ensemble des cellules voisines de C.

Banlieues : on appelle banlieues des cellules qui ne sont pas voisines mais dont les parents
respectifs le sont. Cette définition implique que deux cellules banlieues sont toujours au
méme niveau de I’arbre. Aux niveaux 0 et 1, aucune cellule n’est banlieue (puisqu’elles
sont toutes voisines). Le nombre de banlieues peut étre zéro, mais n’excede jamais 8 x 27 —
27 = 189. En effet, le parent de C a au plus 27 voisines, qui ont chacune au plus 8 enfants,
soit 8 x 27 “candidats”, parmi lesquels il faut oter les voisines de C, d’ou le résultat de
189 (cf. figure 6.19 sur laquelle pour simplifier on a conserve toutes les cellules). On note
b(C) I’ensemble des cellules banlieues de C. Soulignons que les banlieues d’une cellule C
ne sont pas les “voisins de ses voisins”.

y4 / /
y4 y4 y4
y4 / /
// . Cellule C
/ i

V Y Voisines de C
Y/

// @ Banlieues de C
//

Fi1G. 6.19 — Voisins et banlieues dans un octree

Sur la figure 6.20, on a représenté (dans le cas de I’airbus A318) en rouge les portions de
maillage non-voisines et/ou banlieues aux niveaux 0 a 4 par rapport a un degré de liberté de
référence (pointé par la fleche). Remarquons qu’aux niveaux O et 1 ces ensembles sont vides, et
qu’au niveau 2 ils sont égaux.
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(a) Non-voisins (ou banlieues) au niveau 0 et 1 (b) Non-voisins (ou banlieues) au niveau 2

(c) Non-voisins au niveau 3 (d) Banlieues au niveau 3

(e) Non-voisins au niveau 4 (f) Banlieues au niveau 4

FIG. 6.20 — Découpage multi-niveau d’un airbus A318
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Algorithme multi-niveau complet Conception On découpe notre objet a I’aide d’un octree,
soit N le nombre de niveaux de cet arbre. La racine est le niveau 0, les feuilles forment le niveau
N — 1. Comparons de maniére synthétique les deux algorithmes FMM déja étudiés. D’une part,
I’algorithme FMM a un niveau (le niveau NV — 1 en I’occurrence) comporte trois étapes (figure
6.21):

1. Initialisation au niveau N — 1.

2. Transfert au niveau N — 1 entre cellules non-voisines.

3. Intégration au niveau N — 1.

Initialisation r“‘;““}Transfert G Integration
. L] > G |
Niveau (N-1)

FI1G. 6.21 — Algorithme FMM a un niveau

D’autre part, I’algorithme FMM a deux niveaux (les niveaux N — 1 et N — 2) comporte Six
étapes (figure 6.22) :
1. Initialisation au niveau N — 1.
Montée vers le niveau N — 2.
Transfert au niveau N — 2 entre cellules non-voisines.
Descente au niveau N — 1.
Transfert au niveau N — 1 entre cellules banlieues.

o gk~

Intégration au niveau N — 1.

T f t
Niveau (N-2) F — >

Descente

Montee

Initialisation F“‘;;““}Transfert (“‘?g““}Integration
Niveau (N-1) R =

FI1G. 6.22 — Algorithme FMM a 2 niveaux

Les étapes initiale et finale sont les mémes. Pour passer du premier I’algorithme au second,
on a simplement remplacé :

\ Transfert au niveau d entre cellules non-voisines

par :

Montée vers le niveau d — 1

Transfert au niveau d — 1 entre cellules non-voisines
Descente au niveau d

Transfert au niveau d entre cellules banlieues
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avec d = N —1 bien sr. On peut utiliser une substitution de ce type sur I’étape 3 (avec d = N —2)
et obtenir ainsi un algorithme a 3 niveaux. Cette opération est en fait exactement celle qui a
été détaillée lors de la description de la FMM a deux niveaux a la section 6.3.2 consacrée a
I’algorithme continu. On retrouve en effet ici la distinction entre cellules banlieues et cellules
distantes.

La méthode proposée ci-dessus ne s’applique plus lorsqu’on arrive au niveau d = 2. 1l n’y
a pas de cellules non-voisines au niveau 1, donc I’étape “Transfert au niveau 2 entre cellules
non-voisines” ne pourra jamais étre transformée. Une autre maniére de justifier cela est de dire
qu’au niveau 2, “banlieue” est synonyme de “non-voisine”. Dans notre exploration de I’arbre,
on ne dépasse donc jamais le niveau 2. Cela correspond a I’algorithme multipdle “complet”.
On appellera “niveau plafond” et on notera N, le plus haut niveau exploré dans I’arbre lors
du calcul multip6le. Ce niveau sera toujours compris entre 2 (algorithme complet) et N — 1
(algorithme mono-niveau).

Algorithme complet

Nous allons écrire I’algorithme multip6le multi-niveau dans le cas de la formulation EFIE.
On se donne un courant surfacique scalaire A, (z) en entrée, et un découpage récursif de ', &
I’aide d’un octree & N niveaux (/N > 3). Les niveaux sont numérotés 0, 1, ..., N — 1. On note
Nypiar e niveau plafond.

Le produit S"A” se réalise en deux parties :

Interactions proches : elles sont traitées au niveau N — 1, exactement comme dans le cas
mono-niveau (cf. équation (6.13)).
Interactions Lointaines : il y a cing phases dans ce calcul.

1. Initialisation : pour toute cellule C¥=" du niveau N — 1, on calcule la fonction de
radiation

Fenn(5) = MM (p)dT ()

xEFhﬂC(N_l)

en tout point s de notre quadrature de S pour le niveau N — 1.

2. Montées : pour tous les niveaux d = N — 2, ..., Ny, (dans cet ordre), et pour toute
cellule C@ du niveau d, on calcule la fonction de radiation Feow apartir de celles des
enfants : B

fc(cl)(g) = Z eikg'M(dH)M(d)fc(dJrn(§>

Cld+D) ge(C(@)

en tout point 5'de notre quadrature de S pour le niveau d. Ily a N — N, ; — 1 étapes
de montées.

3. Transferts : le niveau plafond est traité a part.
Pour le niveau d = Ny, €t pour toute cellule 'Y fixée, on passe en revue les
cellules C(® non-voisines de C’'“) pour calculer :

Gow(® =Y Thi- (@)Few(d)

]V[(d);\/[/(d)
C@gu(c (D)
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en tout point s de notre quadrature de S pour le niveau d.

Pour tous les autres niveaux d = N — 1, ..., Nps + 1, et pour toute cellule C''¥
fixée, on passe en revue les cellules C¥ banlieues de c'@ pour calculer la premiére
partie de la fonction G, ) :

(6.30) Gow(3) = Y THY.  (5).Few(d)

M@ (D
c@ep(c’ @)

en tout point s de notre quadrature de S pour le niveau d.
Ilyaentout N — N, étapes de transfert.
4. Descentes :  pour tous les niveaux d = Np,r + 1, ..., N — 1 (dans cet ordre), et pour

toute cellule du niveau d notée C'”, on calcule la deuxiéme partie de la fonction de
radiation G, a partir du parent :

(631) gc/(d) (§) _ eik§.M/(d—1)M/(d) gcl(d—l) (§)

sur la quadrature de S associée au nombre de poles L(?. Cette somme se rajoute a
la partie de G« calculée dans la phase “transfert”. Il ya N — N,y — 1 étapes de
descentes.

(a) Non-voisins de c'@ (b) Non-voisins du parent (c) Banlieues de ¢/

FIG. 6.23 — Contribution du parent et des banlieues pour le calcul de G, )

Sur la figure 6.23, on a repéré par une fleche une inconnue située dans ¥ La

fonction G, représente I’action sur ¢’ de toute la partie non-voisine du maillage

(en rouge sur la figure 6.23a). Elle est la somme deux contributions :

— I’une provient du parent de ¢’ via I’équation (6.31). Elle prend en compte I’in-
fluence de toute la partie du maillage non-voisine du parent (en rouge sur 6.23b).

— I"autre provient des banlieues de ' via I’équation (6.30). Elle prend en compte
I’influence de toute la partie du maillage banlieue (en rouge sur 6.23c).

5. Intégration : pour toute cellule ¢, et pour toute fonction de base ¢, localisée
dans ¢'™ =Y on calcule I'intégrale :
ik
1672

kg M (N1 -
/ r,nc/ -1 sgc/(Nil) (§)ek : s u)dsdTn(y)
yel'p,NC/\Y se
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Le résultat de cette intégration constitue la partie “interaction lointaine” de la j-iéme
composante du vecteur S A", et se rajoute naturellement a la partie “interaction pro-
che”.

Il'yaentout 3(N — Ny,ys) €tapes dans ce calcul, ou (N — N,.s) est le nombre de niveaux
effectivement utilisés par la FMM. On retrouve donc les 3 étapes de la méthode utilisant 1 niveau,
et les 6 etapes de la methode a 2 niveaux. Les figures 6.21 a 6.25 schématisent les differents
algorithmes possibles en fonction du choix du niveau plafond.

Au niveau plafond, les transferts ont lieu entre toutes les cellules non-voisines, alors qu’aux
autres niveaux, les transferts n’ont lieux qu’entre cellules banlieues. C’est la seule chose a
prendre en compte lorsqu’on fait varier le niveau plafond. Cela traduit le fait qu’au niveau pla-
fond, il faut traiter toutes les interactions n’ayant pas encore éte traitées aux niveaux inferieurs.
On a symbolisé cela sur les graphiques 6.21 a 6.25 en mettant une fleche plus épaisse pour les
transferts au plus haut niveau exploré.

T fert
Niveau (N-3) F — > G

Montee Descente
Niveau (N-2) Fj Transfert CG:|
Montee Descente
Initialisation ﬁ:ﬁ Transfert ﬁﬁ Integration
Niveau (N-1) L L=

FIG. 6.24 — Algorithme FMM a 3 niveaux (N, = N — 3)

Remarquons que I’on peut, si on le souhaite, calculer les fonctions de radiation F et G au
niveau O et 1. Mais G représentant I’action des cellules non-voisines, elle sera nulle, et F repré-
sentant I’action sur les cellules non-voisines, elle ne sera pas nulle, mais ne servira a rien dans la
suite du calcul. C’est pourquoi les niveaux 0 et 1 sont en pointillé sur la figure 6.25.

En résumé, nous avons présenté une méthode permettant d’accélérer les produits matrice-
vecteur issus de la résolution itérative des équations de Maxwell par formulations intégrales.
La ou une méthode classique requiert un temps d’exécution et une taille de stockage en n4?,
la méthode multipdle & un niveau raméne ces quantités a ny>/2, et la méthode multiple multi-
niveau complete a ny log ng. En choisissant correctement le nombre de pdles, on peut obtenir
un écart relatif de I’ordre de 10~ entre produit multipdle et produit classique.

Page 258/275 Modélisation des phénoménes de propagation d’ondes
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Niveau 0 F e

Niveau 1 F LG

Montee Descente
Niveau 3 Ej Transfert EG:|
..... Montee Descente
Niveau (N—Z) Fj Transfert CG:|
Montee Descente
Initialisation [ _ | Transfert [ . | Integration

:

F
Niveau (N-1) L -

FIG. 6.25 — Algorithme FMM multi-niveau complet (V. = 2)
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ANNEXE A. FORMULAIRE ET RAPPELS MATHEMATIQUES

A.1 Opérateurs de dérivation dans R?

Dans cette annexe, nous donnons les formes explicites des opérateurs de dérivation usuels
dans différents systemes de coordonnées.

On introduit I’opérateur V (nabla) qui s’écrit en coordonnées cartésiennes :

vee L ia? g0
N 18.1'1 28.1'2 38173

ou (€3, €, €3) est la base canonique de R3. On note les opérateurs de dérivation a I’aide de cette
opérateur. Ainsi :

gradientde f - grad f = Vf
divergence de A : divd = V-A
rotationel de A : rotd = VAA
Laplaciende f Af = V3f

A.1.1 Coordonnées cartésiennes

Etant donné un champ de vecteur A, on note (Aq, Ay, A3) ses composantes dans cette base.

L 0f . of _of
Vf N el@xl +€28f172 _'_638.1'3
VoA 8A1+0A2+8A3

0951 al'g al'g
- S (0As 0A; L (0A; O0A; L (0Ay  0A
A = ] g2 Y2 Y4
VA “ (al'g 0953) te (al'g 0951 ) tes (09&1 al'g )
02 02 02
|

2 2 2
Ox{ Ox5  0x3

Vi =
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A.1.2 Coordonnées cylindriques

En tout point de R? de coordonnées cylindriques (p, q§, z), on dispose d’un repére orthonormé
(€,, €5, €>). Un champ vectoriel A s’écrit en se point : A= €A, + €xAy + A,

Vi = pgf+ ¢1g£+ e of
V.4 - %a%(pAp)Ha%MaA
. (—) (o0 - %) =5 (@~ %)

A.1.3 Coordonnées sphériques

En tout point de R* de coordonnées sphériques (r, 6, ¢), on dispose d’un repére orthonormée
(€, €y, €,). On note (A,, Ay, A,) les composantes d’un champ vectoriel A dans ce repére.

B qﬁf 1of 1 of
VI = G o T g ag
S 10 1 0 1 0A
A= =9 A 9%
v r2 or (r*A:) + rsm@@H(Slne o)+ rsinf dp
S 0 0Ay 1 0A., 10
A = — Ay) — ——— C ———(rA
VA "rsinf (0 (sin 3¢)+€9 (rsin@ Oy r@r(r S0)>

ﬁ _
o
, 10 ([ ,0f 0 of 1 f
= 2 (22 g 3 Bt
Vi = 55 7o) T rsmoae 0% ) T rszaan

Noter que

3|~
Pl
/N
[\
Q
¢l
N—
Il
RN e

0?
a—(rf)
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A.2 Formules de calcul vectoriel

(A1) aind = 0

(A.2) a-(bAG) = b-(GAG) = (@ND)

(A.3) anbAD) = (@ -Ab—(@-b)e

(A4) EnEna) = (E-a)f-|EPa

(A.5) @A) (ENd) = (@-&)(b-d)—(a-d)b-e)

(A.6) VAVY = 0

(A7) V- (VAG) = 0

(A.8) VA(VAG) = V(V-a)- Vi

(A.9) V-(d) = a-Vy+o¢V-a

(A.10) VA®@Wd) = VoAd+ypV AT

(A.11) V@-b) = (@ Vb+(b-V)a+aA (VAL +bA (VAT
(A.12) V- (@AD) b-(VA@) —a-(VAD)

(A.13) VA@AD) = aV-b)—bV-a)+ b -V)a—(a-V)b
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A.3 Formules d’intégration par partie

Dans cet annexe, €2 est un ouvert borné régulier de R™, I' = 02 sa frontiére et 7 la normale
extérieure. Dans la suite, o, v et @ sont des champs scalaires ou vectoriel assez réguliers.

(A.14) / of dx = / fn; dl’
o O; r
C’est la formule de base de laquelle on déduit toutes les autres.
(A.15) V.-ddrx = /6~ﬁdF
Q T
(A.16) / Vi der = Wi dl
Q T
(A.17) /V/\d’dx = /ﬁ/\d’dr
Q T
(A.18) /(ch-d’%—V(p-d’) dr = /cpc?ﬁdf‘
Q T
(A.19) /((pV Ni+VpAad)de = / e(i A a) dl’
Q T
(A.20) /(5~VA&'—6~V/\5)dx = /(EAﬁ)-a'dr
Q T
2 o
(A.21) (pV Y+ V- -Vy)de = o=
Q T 071
0 0
(A.22) / (V2 — V) dz = / 220 22 ar
O r \" on on
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A.4  Operateurs differentiels surfaciques

Dans ce paragraphe, nous introduisons de facon élémentaire, et «avec les mains», les opé-
rateurs différentiels sur une surface réguliere I", dont nous aurons besoin dans ce chapitre. Le
lecteur se référera a un cours de géométrie différentielle pour une présentation plus rigoureuse et
plus de détails.

Pour tout point z € R3, on note §(z,T") la distancede z a T :

0(x,T') = inf |x —
(2, 1) = inf |z —y|
Comme T" est une surface réguliere, il existe 6, > 0 tel que si d(z,T") < dy, il existe un unique
xr € I' tel que
‘l‘ - xF| - (5(ZE, F)
xr est la projection orthogonale de = sur I" : zr = II(z). On introduit alors la notion de voisinage
tubulaire
Qs, = {z € R? §(z,T) <6} =Qf UQ, UT
avec
Qy ={zeQ: i(z,T) < do}
et '
Qs, ={r€Q": 6(x,T) < do}

Dans Qs,, la fonction §(z, ") est réguliére. On introduit le champ de vecteurs
. _
grado(z,T') siz e Qf
. _
—gradd(z,I') siz e Q
Ce champ prolonge continuement la normale unitaire 77 sur T" sortante de Q7, et pour tout z € Qs

ona
fi(x) = 7i(ar) avec xr = II(z)

Le voisinage tubulaire peut étre paramétré ainsi :

Qs, = {z=uw(xr,s) =ar +si(zr), aveczr € ', =0y < s < do}
et

Qj{) = {x==x(xr,s) =ar + sii(zr), avecar €', 0<s <o}

Qs, = {z=az(2r,s) = or + sii(zr), avecar € I', —dp < s < 0}

Pour tout —dy < s < &g, on introduit la surface
Iy = {z = x(xr,s) = xr + sri(ar), avec xp € I'}
Le champ 77 est normal a I'. Remarquons que

—
fi(x) = grad s(x) pour tout z € (s,
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La dérivée par rapport a s d’une fonction réguliére définie dans le voisinage tubulaire, est confon-
due avec la dérivée normale sur I',. Soit maintenant ¢ une fonction réguliére sur I". On note ¢ la
fonction définie dans le voisinage tubulaire de fagon constante suivant la normale :

P(x) = p(ar + sii(ar)) = p(ar)

On définit I’opérateur gradient surfacique (ou tangent) noté gr?ir ou Vr dela facon suivante :
- B — —_—

(A.23) Vrp = gradp ¢ = grad @|r

c’est le gradient de  evalué sur T'.

De la méme fagon, on définit I’opérateur grad_ . On démontre que pour une fonction quel-
conque u réguliére définie dans le voisinage tubulaire, on a en tout point = zr + s7i(zr) (en
particulier pour s = 0) :

(A.24) gradu = gradp u + a—ﬁ
‘ s

On définit I’opérateur rotationnel surfacique (ou tangent) d’un champ scalaire de la facon
suivante :

(A.25) rotr ¢ = 1ot (1) |r

Le champ de normale étant un gradient, son rotationnel est nul. Donc
rot () = grad @ A it

d’ou

(A.26) totr ¢ = gradp p A 7i

Soit maintenant un champ tangent « défini sur I". On le prolonge dans le voisinage tubulaire de
la fagon suivante :

() = d@(xr)  avec zp = Il(z)

On définit alors la divergence surfacique du champ de vecteurs  par :

(A.27) divy @ = div d|p

Le rotationnel surfacique du champ de vecteurs  est est un champ scalaire défini par :
(A.28) rotp @ = (rot i - ) |

C’est un champ scalaire. On démontre que

(A.29) rotr @ = divp (ﬂ’ A ﬁ)
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On démontre que pour un champ de vecteur quelconque « régulier défini dans le voisinage tubu-
laire, onasurI":

(A.30) (rot @ - 1) |r = roty dir

ou ur est la composante tangentielle de la trace de @ sur I'.
On peut alors introduire I’opérateur Laplacien surfacique scalaire ou opérateur de Laplace-
Beltrami :

% _)
(A.31) Ary = divp gradp ¢ = —rotp rotr ¢

L’ operateur Laplacien tangentiel vectoriel ou operateur de Hodge qui agit sur des champs de
vecteurs tangents est défini par :

% H
(A.32) Art = gradp divp @ — rotp rotp @

On a les relations :

(A.33) divy rotr ¢ = 0
(A.34) rotp ga)ip =0

On a les formules d’intégration par partie suivantes (I" est une surface fermee!) :

(A35) [ e pta) - dla)dr(e) = = [ o) dive o))
(A.36) [ sotr (o) - )l () = /F () roty i(z)dT(z)
(A37) [ vt ¢ = - [ @) ot v
(A38) - [ (Arpte)v@ar) = [ emade o) - grad (o))
(A.39)

- / (Ard(z)) - T(x)dT (z) = /

I r

divp d(x) divp 0(x)dl(z) + / rotp d(x) rotr U(x)dl(x)

T
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A.5 Analyse fonctionnelle

A.5.1 Espaces de Hilbert

Un espace de Banach est un espace vectoriel norme complet, i.e. toutes les suites de Cauchy
convergent. Les espaces de Hilbert sont des espaces de Banach particuliers tres pratiques.

Un espace pré-Hilbertien H est un K-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (u,v),
avec K = R ou C. (-,-) est une forme bilinéaire, si K = R, sesquilinéaire, si X = C, i.e.
lineaire a gauche et anti-linéaire a droite :

(Mur + Agug, vy + pava) = A (U, vi) + Mg (U, va) + Agfin (g, v1) + Aafiz(uz, va)
(-,-) est symétrique si K = R, hermitienne si ' = C, i.e. (u,v) = (v, u), définie positive, i.e.
(u,uy >0 Yue H et (u,u) =0 siu=0
Un produit scalaire vérifie I’inégalité de Cauchy-Schwarz :
(u,v) < (u,u)? (v,v)1/? Yu, ve H

et ||lu| = (u,u)'/? définit une norme. Dans le cas ol H est complet pour cette norme, on dit que
H est un espace de Hilbert.

Une suite x,, dans H converge vers x, et on note z,, — =, si la suite réelle ||z,, — x|| converge
vers 0. On dit que la suite x,, converge faiblement vers x, et on note x,, — z si

(Tp,y) — (x,y) VYyeH

Une suite (fortement) convergente est faiblement convergente vers la méme limite. La réciproque
n’est pas vraie. On montre que toute suite bornée admet une sous-suite qui converge faiblement.
Une forme bilinéaire (ou sesquilinéaire) a(-,-) : H x H — R (ou C) est

continue s’il existe C' > 0 tel que
la(u, v)| < Cllull o] Vu, ve H
coercive s’il existe o > 0 tel que
la(u, u)| > of|ul|? Yue H

Attention : dans la pratique, nous sommes souvent en présence de plusieurs espace imbriqués
avec des normes différentes. Il est important de rappeler pour quelle norme, une forme est coer-
cive. On dira par exemple qu’elle H-coercive si elle I’est pour la norme de H.

Remarque 14. La définition de la coercivité la plus couramment utilisée ne fait pas intervenir
le module. C’est le cas pour les formes bilinéaires et les formes hermitiennes. Dans le cas d’une
forme sesquilinéaire générale, a(u, u) n’est pas forcément réel, d’ou le module dans la définition.
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On note H' le dual topologique de H, i.e. I’espace des formes (anti-)linéaires continues sur
H. Pour u fixé, I’application v — a(u,v) est une forme (anti-)linéaire continue sur H qu’on
va noter Au. La linéarité et continuité de a par rapport a v implique que A est une application
lineaire continue de H dans H'.

Théoreme 16 (de représentation de Riesz-Fréchet). Pour tout f € H' il existe un unique u € H
tel
(u,v) = (f,v) VveH

De plus
[ulla = flla

Gréace a I’isométrie f — wu, on peut identifier H' et H. Mais on fera attention a ne pas faire
cette identification quand on est en présence de plusieurs espaces de Hilbert imbriqués comme
on va le voir dans le paragraphe suivant.

Définition 3. Soit F et F' deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire non-borné de £ dans F'
est une application linéaire A : D(A) C E — F définie sur un sous-espace vectoriel D(A) C £
a valeurs dans F'. D(A) est appelé de domaine de A. On dit que A est borné s’il existe C' > 0
tel que

|Aull < Cllull  we D(A)

A.5.2 [Espaces de Sobolev

Soit 2 un ouvert de R". L*() est I’espace des fonctions mesurables définies sur €2 a valeur
dans K = R ou C de carré intégrable (au sens de Lebesgue). Il est muni du produit scalaire :

(u,v) 120 :/Qu(:v)Md:v

qui en fait un espace de Hilbert. On identifie Z?(€2) avec son dual.
Soita = (aq, -+, a,) € N un multi-indice. On note || = a1 + ... + «, et D* I’opérateur
de dérivée partielle suivant :
olal
028t ... Oxon

Pour m entier positif, on définit I’espace de Sobolev H™({2) par

Da

H™(Q) = {u € L*(Q) / D*u € L*(Q) Va € N" |a| < m}

ou D>u est la dérivée |«|ieme de u au sens des distributions :

(Du, p) = (~1) / w(@)Dp(a)dz Vg € CF()

ou C§°(92) est I’espace des fonctions C'* & support compact dans 2.
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Muni du produit scalaire

(u, v) gmq) = Z (D%, Dv) 120
lal<m
H™(Q) est un espace de Hilbert. H°(Q) = L*(£2). Notons que si u € H™(Q) alors du/dz; €
H™ Q).

On note H*(€2) I’adhérence dans H™(2) de C5°(£2). Formellement, il s’agit de I’espace des
fonctions H™(2) nulles au bord ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’a I’ordre m — 1. Pour
Q=R" onaH"(R") = H™(R").

Pour m > 0, on peut definir H~(€2) comme le dual de HJ*(2). On a ainsi les inclusions
H(Q) C L*(Q) € H™(Q). L*(£2), qui est le seul espace de Sobolev qu’on identifie avec son
dual est dit espace pivot.

Dans le cas ou 2 = R™, la transformée de Fourier permet de donner une définition équivalente
des espaces de Sobolev :

1/2
H"(R") = { el = ( [ arlepmia©Pa) < +oo}

| - || €tant une norme équivalente & la norme || - || zm&ny. Dans cette définition, nous pou-
vons remplacer I’entier positif m par un réel s quelconque et définir ainsi H*(R™). Cette fois,
H"(R™) = H™(R™). On peut ensuite étendre cette définition a des ouverts réguliers §2 ainsi
qu’a des surfaces I' de R™, en utilisant des techniques de décomposition de I’unité et de cartes
locales. Ces espaces peuvent s’obtenir par les techniques d’interpolation d’espaces introduites
par Jacques-Louis Lions, mais ceci dépasse le cadre de ce chapitre de rappels.

Nous voyons que pour s > t, H5(Q) C H'(Q), i.e. plus s croit, plus on est régulier. On
démontre que N,,en H™(2) C C>(€2). On peut ainsi définir les traces sur le bord I' = 9 d’une
fonction de H™(€2) et celles de certaines de ces dérivées pour m assez grand. Par exemple, on

peut définir une application linéaire continue
W o HY(Q) — HYA(T)
tel que si w € H'(Q) est continue dans € jusqu’au bord, ce qui n’est pas toujours le cas en
dimension 3 par exemple, ~o(u) est la restriction de « sur le bord I'. Et ainsi,
Hy(Q) = {u € H'(Q) : (u) =0}

On peut définir I’application trace de H*(2) dans H*~/2(I") pour s > 1/2. Ainsi par exemple,
une fonction v € L?*(2) n’a pas de trace sur la frontiére !
Pour terminer, citons les deux résultats importants suivants :

Lemme 4 (Poincaré). Soit €2 un ouvert de R™ borné dans une direction. Il existe une contante
C >0, telque:
||u||L2(Q) S CHVUHLQ(Q) Vu - H&(Q)

Théoreme 17 (Rellich). Soit © un ouvert borné de R". L’injection canonique H}(Q2) — L*(Q)
est compacte. En imposant des conditions de régularité sur €, I’injection canonique H'(Q) —
L*(9) est également compacte.
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A.5.3 Théoreme de Lax-Milgram

C’est un cas particulier du théoréme de projection sur les convexes fermés dans les espaces
de Hilbert.

Théoréme 18 (Lax-Milgram). Soit a(-, -) une forme bilinéaire (sesquilinéaire) continue et coer-
cive sur H x H. Alors pour tout f € H' il existe un unique u € H tel que

(A.40) a(u,v) = (f,v) Yve H
Ce théoreme donne une condition suffisante pour résoudre un probléme linéaire du type
(A.41) Au=f

pour A : H — H' linéaire continue et f donné dans H’. C’est un outil simple et puissant pour
résoudre des équations aux dérivees partielles elliptiques. (A.41) est le probleme d’EDP et (A.40)
sa formulation variationnelle. Ces deux formulations sont équivalentes.

Prenons par exemple le probléme de Dirichlet pour le Laplacien :

—Au = f dansQ
u = 0 surl’ =00

avec f € H~1(Q).
Le probléme écrit avec les opérateurs est le suivant: H = H}(Q), A = —A : H — H' et
pour tout f € H', on cherche u € H tel que Au = f.

La formulation variationnelle peut se retrouver facilement, en remarquant que pour ¢ €
C ()

(FAup) = 895 895 /Vu Ve

Comme C§°(£2) est dense dans H, on définit alors la forme bilinéaire (-, -) par
a(u,v) = / Vu-Veo  pouru,v e Hy(Q)
Q

et le probléme variationnel est le suivant : trouver v € H tel que
a(u,v) = (f,v) Yve H

La forme bilinéaire a(-, -) est clairement continue sur H x H et d’aprés le lemme de Poincaré, elle
est H-coercive. D’apres le théoreme de Lax-Milgram, il existe une solution unique au probleme.
De plus, il existe une constante C' > 0, tel que

lull g < Cllflla-1@
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A.5.4 Alternative de Fredholm

Définition 4 (Opérateur compact). Un opérateur 7" € L£(H) est compact ssi I’image par 7" de
la boule unité est relativement compacte, i.e. si (x,,) est suite bornée alors la suite (7'z,,) admet
une sous-suite convergente.

Théoreme 19 (Alternative de Fredholm). Soit 7" € £(H') un opérateur compact. Alors
1. ker(I — T') est de dimension finie ;
2. L’image est fermée, plus précisément : Im(I — T) = ker(I — T*)*;
3. ker(I-T)={0} = Im(I—-T)=H;
4. dimker(I —T) = dim ker(I —T™)
En résolvant I’équation v — Tu = f, I’alternative est la suivante :
ou bien on a I’unicité et donc I’existence d’une solution « qui dépend continuement de f ;
ou bien I’équation homogéne v — T'u. = 0 admet n solutions linéairement indépendantes et, dans

ce cas, I’équation non-homogéne admet une solution ssi f vérifie n conditions d’ orthogonalité,
i.e. f € Im(I —T) = ker(I —T*)* qui est de dimension finie.

Pour un opérateur qui est une perturbation compacte de I’identité, tout se passe comme en
dimension finie : injectivité implique la bijectivité ! Dans la pratique, on utilise souvent ce résultat
pour étudier la perturbation compact d’un opérateur inversible : A = Aq + A, : H, — H, avec
Ay inversible et A5 A; compact. On utilise également ce résultat sous une forme variationnelle.
Il prend la forme suivante :

Corollaire 1. Soit une forme bilinéaire (ou sesquilinéaire) de laforme a(-,-) = ao(-, ) + a1 (-, -).
On suppose que

1. ao(-,-)etay(-,-) sont continue sur H x H ;

2. ao(-,-) est H-coercive;

3. a;(-,-) est continue

4. a;(-,-) esttel si (u,) et (v,) sont deux suites faiblement convergente dans H, u,, — u et
v, — v alors

a1 (U, vy) — ag(u,v) quand n — oo
alors si la proposition suivante
(a(u,v) =0 Yve H)=u=0
est vraie, alors pour tout f € H' il existe un unique u € H tel que :
a(u,v) = (f,v) Yue H

De plus, il existe une constante C' > 0 tel que pour tout f € H’, la solution » du probléme
variationnel verifie :

ullzr < O ][z

Page 273/275



ANNEXE A. FORMULAIRE ET RAPPELS MATHEMATIQUES

A.55 Lemme de Gronwall

Ce lemme est un outil important pour obtenir diverses estimations lors de I’étude des équa-
tions différentielles ordinaires. En particulier, il permet de démontrer I’unicité de la solution du
probléme de Cauchy.

Lemme 5. Si ¢ et ¢ sont deux fonctions continues positives sur [tq, ¢;] vérifiant I’inégalité :

o(t) < K+ L/t¢(s)¢(s)d8 pour ty <t <t

avec K et L deux constantes positives. Alors

¢
o(t) < KexpL/ o(s)ds pour to <t <t
to

A.5.6 Le théoreme de Hille-Yosida

Le théoreme de Hille-Yosida est un outil fondamental pour résoudre les équations d’évolution
linéaires dans les espaces de Banach. Lorsque cet espace est lui méme un espace fonctionnel,
espace de Sobolev par exemple, ce théoréme s’applique aux équations aux dérivees partielles
d’évolution. Si u désigne I’inconnue d’une telle équation, on ne considére plus que I’on cherche
une fonction des deux variables z et ¢

(x,t) — u(z, t),
mais plutdt une fonction du temps a valeurs dans un espace de fonctions de la variable  :
t— u(.,t),

ou u(.,t) désigne la fonction = — wu(x,t). C’est précisément la démarche que nous allons ap-
pliquer a I’équation des ondes. Nous nous contenterons du cadre hilbertien, suffisant pour notre
propos. Dans ce court paragraphe nous ne ferons qu’énoncer le théoréme, on se référera a un
ouvrage d’analyse pour la démonstration.

Rappelons d’abord qu’un opérateur non borné A dans un espace de Hilbert A, muni d’un produit
scalaire (.,.)y, est caractérisé comme étant une application linéaire d’un sous-espace D(A) de
H, appelé domaine de A, dans H. Le théoréeme de Hille-Yosida fait appel a la notion d’opérateur
maximal monotone.

Définition 5. Un opérateur A dans H de domaine D(A) est dit maximal monotone si et seule-
ment si :

(i) A+ Iestsurjectifde D(A)dans H.

(i) VYwueD(A), (Au,u)g > 0.
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Dans cette section, nous nous intéressons a I’équation d’évolution dans H :

Trouver u(t) : Rt — D(A) C H,

(A.42) 2—'; Y Au=F, t>0,
u(0) = uo.

ou F'(t) est une fonction donnée de R* dans H. Par définition, on appellera solution classique,
ou solution forte, de (A.42), toute fonction « vérifiant :

t—u(t) e CY0,T; H),
(A.43) V>0, wu(t)e D(A),

t — Au(t) € C°(0,T; H),

et vérifiant I’équation d—/l;(t) + Au(t) = F(t) pour tout ¢ > 0 et satisfaisant u(0) = wu,.

Si I’on munit D(A) de la topologie hilbertienne associée a la norme du graphe :
I w =l I? + 1| Au |2,
la propriété (A.43) se réécrit simplement.
u € CHRT; H) N CO(R*; D(A)).

Remarque 36. Le lecteur notera que I’existence d’une solution classique de (A.42) nécessite
que F' € C°(R™; H) etque ug € D(A).

Théoreme 18. (Hille-Yosida)

On suppose qu’il existe A € R tel que A+ A7 soit maximal monotone. Alors pour tout uy € D(A)
ettout F'(t) € C'(RT; H), le probléme (A.42) admet une unique solution classique (ou solution
forte) :

u(t) € C*(RT; H) N C°(R; D(A)).

Remarque 37. On demande a F'(¢) la régularit¢ C*'(R*; H) alors qu’on aurait pu attendre
C°(R™*; H) (voir remarque 36). On notera que si la somme
du

—+ A YRt H
dt+ ue C(R"; H),

on a seulement pour chaque terme

d
d—? € CO(R*; H) et Au € CO(R™; H).
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