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REsuME— On résout le probléme de Cauchy global pour des systémes
d’équations de Schroedinger et de Klein-Gordon sans conservation d’éner-
gie et avec des données initiales peu réguliéres. On obtient également
des solutions locales pour des systémes de Dirac-Klein-Gordon avec non
linéarités quadratiques généralisant 'interaction de Yukawa.

ABSTRACT. — We resolve the global Cauchy problem for systems of
Schroedinger and Klein-Gordon equations without conserved energy, and
for not very regular data. We also obtain local solutions for coupled Dirac-
Klein-Gordon equations having quadratic non linearities generalizing
the Yukawa interaction.

INTRODUCTION

On s’intéresse a des systémes semi-linéaires qui apparaissent dans la
théorie des champs: le syst¢tme de Dirac-Klein-Gordon (D-KG) :

— e My = F(, ¢), xe R, 0 < M,
(D-KG) { iyh0u + 2t// W, ¢), xe <
On — Ap + m?o = G, 9), 0<m,
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454 A. BACHELOT

le systéme de Schroedinger-Klein-Gordon (S-KG) qui est une version
semi-relativiste du précédent:

{ — iy, — AY = F(, 9),
Pu — A@ + m*e = G, @),
le systtme de Schroedinger-Schroedinger (S-S) :
{ — iy, — AY = F(, 9)

— ip, — Ap = G, ).
Un exemple important de couplage est l'interaction de Yukawa (Y) :
) { F, o) = g¥o, g€ R,

GW, ) =gy ¥

ou Y est remplacé par yy° si y est un spineur de Dirac. Dans le cas ou
F et G sont des interactions polynomiales on peut résoudre facilement

(S-KG)

(S-S)

3
le probléme de Cauchy local dans C°(0, T; H(R?)) pour s > Sen utilisant

la structure d’algébre de H5(R?) a I'aide des théorémes abstraits de SEGAL
[23]. Si, de plus, la valuation de F et G est assez grande, on peut utiliser
la théorie du scattering et résoudre le probléme de Cauchy global pour des
données initiales assez petites et réguliéres pour qu’a t = + oo linteraction
soit négligeable (voir par exemple [7] [/4] [2]]). Dans le cas de I'interaction
de Yukawa, Baillon et Chadam [2], en utilisant la conservation de ’énergie,
ont établi 'existence de solutions globales de (S-KG)-(Y) dans CO(R, H*(R?))
(le probléme de Cauchy-Dirichlet est traité également a ’aide de la conser-
vation de I’énergie dans [13]). D’autre part, Holder [/6] a résolu le probléme
de Cauchy global dans C°R, H%R?) pour le systéme (S-S) avec une
classe d’interaction comprenant notamment F(r, @)=y |@|, G(¥, ¢)=0 ||
ou ¢ sin |/ |, et des données initiales dans H*(R>). Dans la premiére partie
on montre Iexistence et l'unicité de solutions globales faibles dans
C%R, LA(R?*) n LYR?)) pour (S-KG) et (S-S) avec des couplages générali-
sant les cas ci-dessus. En particulier, on ne fait pas d’hypothése de conser-
vation d’énergie ou de données initiales petites. On utilise principalement
la conservation de la charge de s et les estimations L** — L* des propa-
gateurs S(f) et R(f) associés respectivement a ’équation de Schroedinger
et a I'équation de Klein-Gordon [I9]:

(1) IS@Wula < Clt|73* | ulys, |IROule < Clt|™Y? | ulys

ou [“lp = 1" lrmy -

Dans les exemples précédents, on remarque d’une part que l'interaction
est lipschitzienne, et d’autre part, que F(y, @) est linéaire en y a coefficient
réel si bien que la charge de i est conservée et que F et G satisfont

[FW, @) las < ClY 2]l @ls
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o |G, @) lers < CUY 1@l + 1121 1)

a l'aide des estimations (1) on peut donc obtenir des estimations a priori
de ¥ et ¢ dans L*(R%*) n L*R?). Comme généralisation de ces exemples,
on résout dans la premiére partie le probléme de Cauchy global pour
(S-KG) et (S-S) avec F et G satisfaisant (2) :

2 FW, ¢) = ¥ f(0), G, 9) = go(¥)81(®) + Vh(Y)

ou f, go, &1, h sont des applications uniformément lipschitziennes de
C dans C, nulles en 0, f étant réelle.

On résout également (S-KG)-(Y) avec (0,.), ¢(0,.) dans H'(R3) et
00, ) € LY(®).

Dans la deuxiéme partie on s’intéresse au probléme de Cauchy local
pour (D-KG). Dans le cas de I'interaction de Yukawa on peut résoudre
(D-KG)-(Y) par la méthode employée par Gross [15]dans I’étude du systéme
de Dirac-Maxwell (voir aussi [6] [8] [9] [10]). Cette méthode utilise la
bilinéarité de F(y, ¢) = gy pour se ramener a résoudre un systéme
semi-lin€aire a non linéarité lipschitzienne. Dans le cas général il n’est
pas possible d’utiliser la méthode itérative standard si les données ne sont
pas assez réguliéres pour que l'interaction soit lipschitzienne. Néanmoins,
on résout (D-KG) localement en supposant seulement que F(y, ¢) est
linéaire en Y et en appliquant un théoréme de Kato-Yoshida au systéme
de Dirac considéré comme systéme hyperbolique en ¥ a coefficients
variables. Plus précisément, on résout le probléme de Cauchy local pour
(D-KG) avec couplage vérifiant (3) :

F(y, @) = f(oW, G, @) = go(¥)g1(9) + Y - h(Y)
3) ou feCY(C,R), go e C}{C* C), g, e C}(C,C), he C}(C* C*
et ces applications s’annulent en 0 et admettent des dérivées
premicres L=,

On considére les espaces de Sobolev H¥(R"™) pour s réel et W™?(R") pour
m entier et p > 1 définis par :

HY(R") = {ue S (R"); (1 + [ £P)*u(&) e LX(R") }
WmP(R") = {ue S (R"); DucLA(R"), |a| <m}.

I. PROBLEME DE CAUCHY GLOBAL
POUR (S-KG) ET (S-S)

Le cadre fonctionnel naturel pour étudier les systémes (S-KG) et (S-S)
est lespace CO(R, L*(R?) n L*R?)) & cause du caractére quadratique des
interactions (2) et des estimations L? — L? et L*? — L* de S(t) et R(t).

Vol. 1, n° 6-1984.



456 A. BACHELOT

Ainsi on est amené a résoudre le probléme de Cauchy pour (S-KG) et
(S-S) pour des données initiales caractérisées par le fait que les solutions
libres de mémes données appartiennent a COR, L%(R3) n L4R?)). De
nombreux auteurs ont étudié le probléme de Cauchy dans les espaces L?
pour des systémes linéaires d’évolution. En particulier, il y a deux résultats
négatifs fondamentaux dus a Hérmander [/7] dans le cas de ’équation
de Schroedinger et a4 Littman [/8] dans le cas de I’équation des ondes
affirmant que le probléme de Cauchy pour ces équations n’est pas bien
posé dans L*R?). Par contre, de nombreuses conditions suffisantes sur
les données initiales pour que la solution reste dans L?(R") ont été établies
(voir par exemple [3] [4] [5] [Z1] [20] et les bibliographies correspon-
dantes). Nous énongons a présent les résultats d’existence, unicité, régularité
de cette partie.

THEOREME 1. — Soient o et ¢o des solutions respectivement de I’équation
de Schroedinger et de I'équation de Klein-Gordon. On suppose que o et @q
appartiennent @ CO(R, L%(R3) n L*R>)) et que F et G vérifient (2). Alors
il existe une unique solution (Y, ¢) de (S-KG), Y et ¢ appartenant a
CoR, L%(R3) n L*R?)) et vérifiant

lp(O, ) = l//0(09 . )9 (P(O’ ) = (pO(Oa ')’ (,0;(0, ) = (pOt(Oa . ) .

Si, de plus, Yo et o appartiennent a CO(R, HY(R3) n WY4(R3)) et si f, go,
g1, h sont C', alors Y et ¢ appartiennent a CO(R, HY(R?) n W14(R3)).
Les propagateurs R(t) et S(¢) vérifiant des estimations L2 — L2 et L*/3 —L*

semblables, on montre de fagon analogue ’existence et I'unicité des solu-
tions de (S-S) :

THEOREME 2. — Soient Yo et @¢ deux solutions de I’équation de Schroe-
dinger dans C°(R, L%(R%) n L%R3)). On suppose que F et G vérifient (2).
Alors il existe une unique solution (W, @) de (S-S), ¥ et ¢ appartenant a
COR, LA(R?) n LYR3)) et vérifiant

l//(oy ) = wo(O, '), (p(O’ ) = (pO(Oa ) .
Si, de plus, f, go, g1, h sont C! et si Yo et @o appartiennent a
CoR, HY(R*)NWI4(R)) alors s et ¢ appartiennent a CO(R, H{(R3)nW!4(R3))
Dans le cas de l'interaction de Yukawa pour (S-KG), la conservation
de I'énergie permet d’estimer la norme de y(t) dans H!(R?) par les normes
de Y(t) dans L*(R3) et de ¢(t) et @(t) dans L%(R3) sans avoir besoin de

contrdler simultanément la norme de () dans W!#(R3). On peut alors
étendre le théoréme de Baillon et Chadam [2] :

THEOREME 3. — Soient o et @o dans H'(R?) et ¢, dans L2(R3), ¢¢ et ¢,

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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étant réelles. Alors il existe une unique solution (Y, ) de (S-KG) avec inter-
action de Yukawa (Y) et vérifiant :

¥, ¢ e LR, H'(R?); ¢, € Lis(R, LARY)) ;
¥(0,.) = ¥ol(.); @0,.) = @o(.); ¢d0,.) = @u(.).
De plus et ¢ vérifient :
¥ e CR, H'(R?)
¢ € C/R, HY(R%) n CY(R, L*(R?)),
VW13 + 5(190013 + 2603 + | 203

+g J | y(t) |*(t)dx = constante.

Remarque 1. — Dans le théoréme précédent, I'interaction F(y, ¢)=gy - ¢
appartient seulement 4 H*(R3) ce qui semble en contradiction avec le
fait que ¥ est dans H'(R?). Ce paradoxe apparent est levé si on remarque
que I’équation vérifiée par y est linéaire en  ; cela permettra de résoudre
le probléme de Cauchy dans C°(R, H!(R®)) sans utiliser une méthode
standard de point fixe inapplicable ici puisque l'interaction n’est pas
lipschitzienne dans CO(R, H(R?)).

Preuve du théoréme 1. — Si Y et ¢e COR, LAR3) n L¥R?), alors
F(y, ) et Gy, @) e COR, L%(R?). Donc les solutions de (S-KG) dans
COR, L¥R3) n L*R?) sont aussi solutions des équations intégrales

Y(t) = Yo(t) + jS(t = SF((s), ¢(s))ds,

(4) iy
@) = @olt) + LRU — )G(Y(s), p(s))ds .

Soient (¥, @) et (¥, @) deux soiutiens de (4) dans CoR, L%(R3) n LYR?)

de mémes données Yy, @o. Onpose : P =y —y; D =¢ —¢; Vet ®
sont solutions de :

P(t)= Lsa — ) [FW(s), @(s)) — F(s), @(s)) 1ds

P(t)= LR(t — 9)[G(), () — G(s), (s)))ds .
Grice a ’hypothése (2) il existe C > 0 tel que

| FW(s), ¢(5)) — F(s), 9(5)) a3 < C1(8)]a] 9(5)]2 + |<I>(s)|4|£§(s)|2>
| GW(s), @(s) — GEH(S), 9(s) a3 < CUIH(S) |l ()] + 1 V(3)a | W5) 2
+ () 4| ¥(5) |2 + 19(5)12) -

Vol. 1, n° 6-1984.



458 A. BACHELOT

Sur [0, T] on majore les normes L? de o, , J/ et en appliquant les estima-
tions (1) a I’égalité (5) on obtient pour te [0, T] :
t

I‘P(t)|4<CL [t = s|734(1W(s)|a + | D(s)|a)ds ,

|‘1>(t)l4<CL [t = s|7H(|'¥(s)la + | Ds) la)ds .
En additionnant et en appliquant le lemme de Gronwall, on en déduit
que ¥ = ® = 0 sur [0, T] ce qui assure I'unicité des solutions de (S-KG).
On peut démontrer de la méme maniére I'existence locale de solutions
dans C°(0, T ; LA(R3) n L%R3)) par la méthode habituelle de Picard pour
T assez petit; on peut aussi montrer qu'une solution maximale définie
sur [0, Ty] appartient a L*(0, Ty ; L*(R?) n L*(R?)). Mais comme il est

dR
connu que S(t) et E(t) n’opérent pas dans L4(R?) (voir [17] [18]), on ne

peut en déduire que Ty = + o0. On définit alors d’autres itérés. Pour
cela on résout la suite de problémes de Cauchy suivante :

Wi+ MY =y fe" ),
(Pn)n21 (p:ll - Aq)n + m2(Pn = G(lp"_la (P"_l) H
Y(0,.) = ¥0(0,.), 9"0,.) = ¢o(0,.), 10, .) = @00, .),
et pour n = 0, on pose :
YO = o, 9° = @o.
On montre tout d’abord que le probléme P, est bien posé dans
CR, LYR3) n L*R%). Supposons que y" ! et ¢" ! appartiennent a

cet espace, alors G(y" ™!, " !) appartient a Co%R, L¥R?) n L*3(R?)).
On définit ¢" par :

P"(t) = @olt) + LR(I — )G (s), " H(s))ds.

Les estimations L2 — L% et L** — L* de R(f) montrent alors que
¢"e COR, L*(R?* n L*R?); enfin I'unicité de la solution de I’équation
de Klein-Gordon dans C°R, L%(R%), quand le second membre et la
solution libre associée appartiennent a cet espace, est bien connue. Pour
'existence et 'unicité de ¥" on applique le résultat suivant :

LEMME 1. — Soit ¢o une solution de I'équation de Schroedinger dans
CoUR, LA(R3* n LYR3)). Soit V une fonction a wvaleur réelle dans
Co%R, L%(R%) n L%RR3). Alors il existe une unique solution y dans
CoUR, LAR3) n LYR?)) vérifiant :

W+ Ay = V.

Annales de I’Institut Henri Poincaré - Analyse non linéaire
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De plus, la charge de Y est conservée : | Y(t) |2 = | Wo(0) |2, et si V et Yo
sont dans CO(R, HY(R?*) n W 4(R?)), alors ¥ appartient a cet espace.

Preuve du lemme 1.— Toute solution ¥ de (6) dans C°(R, L%(R%) n LYR?))
vérifie :

() W(t) = Yolr) + LS(t — S)W(s)V(s)ds .

On en déduit immédiatement I'unicité a I'aide de (1) et du lemme de Gron-
wall. Pour établir I'existence de i on régularise les données en choisissant

d; une suite régularisante dans 2(R) et 6; une suite régularisante dans Z(R3).
On pose :

Vi=Vx(6;®0)), Yo;=vox0;,
Aft)= — A+ V[).
On sait alors (voir par exemple [22] p. 290) que, puisque V; e C'(R, L*(R?)),
Aj(t) est un opérateur autoadjoint sur L%R3) de domaine H*(R?) pour

tout t et qu’il existe un groupe unitaire U {t, s) sur L%(R®) tel que, si y gH*(R?)
on a alors :

U{t, s)y;€ CHR,, L*(R?)
Ujs, 8)x;i = i

d
lEtUj(ta $)xj = AfOULL, 8)x;.

Comme v, {0) e HX(R?) on pose :
Y1) = Uft, 0o,40).

Montrons que V; appartient en fait 3 C°(R, HX(R?)) si bien qu'a fortiori
y; sera dans COR, H'(R?*) n WH*(R?). Pour cela, on évalue :

Ors = [AYL(8) — AY(9) ]2
Ona:
Os = | AULL, sWs) — AYLs) |2
Ous < [ALOULL, W As) — Ais)As) |2
+ | VIOULE, s s) — VAW As) 2.
Or A{()U{t, s) = W{t, s)Afs) ou W(¢, s) est un groupe continu sur L*(R?)
vérifiant Ws, s) = Id. Donc :
Ors < [ (WLE, 5) — IdA s As) |2
+ [ (Vi(e) = VAsHU AL s i5) |2
+ | V] S)(Uj{t‘! S)l//}{s) - l//]{s)) l2 -
On remarque que V;e COR, H*(R?) et donc
V{t) = Vis) dans L*(R?) sit - s.

Vol. 1, n° 6-1984.



460 A. BACHELOT

Or Wit,s) —1d — 0 dans Z(L3(R?)  sit — s,
Uft,s)—Id - 0 dans Z(L?(R?)) sit - s;

on en désuit que §,; — 0sit — s. A présent, montrons que y/; converge vers

la solution Y de (6) quand j — oo. Remarquons tout d’abord que V;

converge vers V et ¥ ; vers Yo dans COR, L%(R*) n LYR%) si V et o

appartiennent a cet espace et dans COR, H'(R?) n WH4(R?)) si yo et V

sont dans cet espace. D’autre part, ;€ CY(R, L%(R?)) et vérifie :

{ W+ A =1;.V;
Y {0) = ¥0.40)

ol y/,;V;e COR, L%(R?). En multipliant I'équation de (8) par ¥; et en intégrant,
on obtient la conservation de la charge de y;, V; étant & valeur réelle :

YD ]2 = 1¥0.40) 2.

De plus, ; est solution de I'équation intégrale

®

©) WAL = o A1) + JS(I — S)(Vi(s) . Y {s))ds .
0

En appliquant Pestimation L*?® — L* de S(t) et la conservation de la
charge de y; on obtient sur [0, T] 'estimation suivante :

WD) s < [Wo,f) |4 + CJ [t — 5|73 Vis) |2ds .
0

La suite ; est donc bornée dans C°(R, L*%(R?) n L*(R?)). On montre de
maniére analogue que si Yo et V sont dans COR, H'(R?) n W!4(R?)),
¥ est bornée dans cet espace. A présent, on évalue y/; — ¥, avec les esti-
mations L2 — L2 et L*3 — L* :

YAE) — ¥nl®) |2 < [ o, (0) — You(®) |2 + L | VL) — Vi(s) |4 | ¥ (5) |a
+ | '//1(5) - lﬁh(S) |4 ‘ Vh(S) |4dS

et
WA =¥ a < [0, () —out) I4+CJ [t= 5173 VAS) ~ Vi) la | ¥ (5)]2

+ W AS) = ¥u(s) 2| Vils) la)ds.
On en déduit que sur [0, T]

WAt = Yi(t) lL2aLs < C(l[Yo,;— Woon lleoo,1512AL4) + || Vi— Vi llcoo, L2~ L4

+ J (L4 1t =57 *) [ (s) = Yu(s) [L2 L edS).

0
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Le lemme de Gronwall montre alors la convergence de ; dans
CoR, L2(R?) n L*R3) vers ¢ solution de (6). Si yo et V sont dans
C(R, HY(R?) n W1#(R3)) on établit de semblable fagon la convergence
de y; dans cet espace. c.q.f.d.

Pour achever de résoudre (P,) il suffit d’appliquer le lemme 1 sachant
quesi "' e CUR, LAR?) n L¥R3)alors f(¢" ') € COR, L*(R?) n L*R?)).
On remarque que la charge de Y, est conservée :

[Y(t) |2 = | o(0) |2 .

En utilisant cette estimation et en appliquant (1) aux équations intégrales
faites par y" et @" on obtient :

W' (0) la < [Wolt) la + Cj It — 5173 19" (s) lads,

| @"(t) la < | @olt) la + C'[ Lt —s| 5@ 1s) la + |Y""1(s) |a)ds .
Il vient alors
oilir\)n (1 0) Lo+ 1050) )< | Wolt) la + l¢o(t)l4+Cj(|t |7 e —s| 7

X sup (1Y 9)]a + | 9(s)|a)ds.

O0<k<n

Le lemme de Gronwall montre alors que les suites ¥, @" sont bornées
dans C°(R, L*(R?)). Enfin, on a :

19"(@®) ]2 < | @o(®) |2 + Cj(l @S 4 1Y) o + [P () [2)ds

On en conclut finalement que ¥" et ¢" sont bornées dans
CoR, L%(R3 n LYR?).

On en déduit alors que pour 0 <t < T, on a :

W@ —y"(0)). < C jot( L Y"(s) — ¥™(s) la + 10" (s) — @™ 1(s) la)ds,
l@"(t) — @™(®) ]2 < C ﬂ( Y 1(s) — Y H) e + [ @77 HS) — @™ (S) lads,
et en appliquant (1) :

Il//”(t)—!ﬁ"'(t)hécj;lt—SI‘3/“(|l/f"(S)—¢'"(S)Iz+ l@" ™ 1(s)— @™ 1(s)|2)ds,

I(P"(t)—<P"'(t)l4<CJ [t —s| 21"~ 2 s) =™ 1) 2+ | 9" H(8)— @™ 1(s)|2)ds.
- 0

Vol. 1, n® 6-1984.



462 A. BACHELOT

On note :

Alt) = SUPt( [P7(s) — ¥(s) lL2ares + 1 97(8) — @™(s) [L2nrs) -

On obtient :

At) < Cjt(l 1t =517 4t = s|THAL) + An-i(s))ds,
0

d’ou, par le théoréme de Fatou :

t
lim sup A,(t) < 2C J(l 4t —s|73* + |t — s|7%) lim sup A(s)ds .
n—oc 0 n—x

On en conclut par le lemme de Gronwall que " et ¢" convergent dans
COR, LA(R3?) n L*R3)) vers et ¢ solutions de (S-KG).

Il reste & établir que si Yo et @o sont dans CO(R, HY(R3) n W 4(R3
W et @ appartiennent a cet espace si f, go, g1, h sont C'. On revient aux
itérés " et ¢" solutions de (P,) et on remarque tout d’abord que si y"~!
et " ! sont dans COR, H'(R® n W'4R?) alors f(¢" ') appartient
a COR, HY(R3) n WI*4(R?) et G(y" !, ¢" ') appartient a

CO(R, HY(R3) n W143(R3)) ;

cela est une conséquence du résultat suivant qui sera utilisé également
dans la deuxiéme partie :

LeMME 2. — Soit F : C — C une application continue et bornée. Soient
ue LP(R"), 1 < p < o0, et ¢ une application de R dans LYR"), 1 < g < oo,
continue en toe R. Alors u.F(¢(.)) est une application de R dans LP(R"),
continue en to.

Le lemme 1 montre alors que /" appartient 3 CO(R, HY(R3) n WH4(R3)) ;

14
il en est de méme pour ¢" car grace a (1) jR(t — )G (s), " (s))
0
appartient a cet espace. Montrons maintenant que Y" et ¢" sont bornées
dans CO(R, HY(R?®) n W14(R?)). Tout d’abord Vy" et V" vérifient :
t
Vlﬁn(t)ZVlllo(t)‘*‘J S(t—$)VY(s) f(" M)+ (s)V £ (@" ™ (s)))ds
0

Vo' (t)=Voo(t)+ j R(t —s)(Vgoy" ™ '(s) g1(e" ™ '(s))
0

+ go(Y" (). Vegu(@" () + VYT H(s). Y M) + Y VA" N (s)ds.

En utilisant le fait que " et ¢" sont bornées dans CO(R, L2(R3) n L4(R?))
et que f, go, g1, h sont C! de dérivées uniformément bornées, on obtient
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en appliquant les estimations L2 — L? et L*3 — L* pour 0 <t < T;

B

IVY"(0) |2 < | Vo(D) |2 + CJ 0(IWJ"(S)L: + V" (s) la)ds,

Vo) |2 < [Vo(t)]2 + C 0(lV<P"*1(S) la + VY™~ (s) la)ds,

LY
(t

IV (B)le < I Vo®)la + C| [t —sI7¥4IVY™(s) |2 + 1 V"™ 1(s) |o)ds,
JO

(t

| Vo (t)le <IVot)la + C| [t =I5 Ve " 1(s)2 + | VY™~ (s)|)ds.

0

On pose :
p (I VYK(E) leznre + | VOK(E) lL2nrs) -

Xn

A, (t) = su
0<k

<

En additionnant les estimations précédentes, il vient :

t

Aut) < IVo(0)lL2nra+ | V@o(t) lL2ars + Cj (41t =s1"F+ [t =57 *)AL(s)ds .
0

Le lemme de Gronwall montre alors que les suites /" et ¢" sont bornées
dans CO(R, H}(R%*) n W1#(R?%)). En utilisant cette estimation, on obtient

pour 0 <t <T:
t

I VY"(t) — VY™(D) [L2nes < CL(I + 1t = ST ) = Y(s) ezane

F19"71s) = @) lzars + | VO H(s) — V" H(s) [2ane
+ | VY (s) = VI™(s) lLznrs + [Y™(s)Of (9" H(s) — 0 (@™ 1(9))) IL2rLe
+ [ YT()Of (@ (5) = S (@™ M) lanre -

On obtient une estimation analogue pour | Vo" — V@™ |L2~.+. En utilisant

le fait que y" et " convergent dans CO(R, L?(R%) n L*([R?)) et qu’en parti-
culier, grace au lemme 2,

L) f(@" () — 0f (@™ () l2nrs — O

pour tout s sur [0, T] en restant borné quand n et m — oo,
on obtient en posant

At) = Sup (I Vi"(s) — VY™ (s) lLzars + | VO"(s) — Vo™ (s) |L2nrs

Ant) < 6,(t) + Cj(l Fle=sITH 41t = s[TALs) + An-i(s)ds,
0

ou 8,(t) — 0 uniformément sur [0, T]. On achéve comme précédemment
par le théoréme de Fatou et le lemme de Gronwall. Il reste & démontrer
le lemme 2.
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Preuve du lemme 2. — Soit t, une suite réelle convergeant vers rq. Il
suffit de montrer que pour toute sous-suite z,, il existe une sous-suite
extraite t,,, telle que uF(¢(ty,,)) converge vers uF(¢(to)) dans L”(R") quand
I —» oo. Puisque ¢ est continue en t, a4 valeur dans L?(R"), ¢(t,) tend
vers ¢(to) dans LP(R") quand k — oo ; donc il existe une sous-suite Ly
telle que, pour presque tout x dans R”, ¢(t,, , x) tende vers ¢(to, x) dans C
quand I — oo. F étant continue et bornée, le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue assure que uF(¢(t,,)) tend vers uF(¢(to)) dans LP(R")
quand | - oo. c.q.fd.

Preuve du théoréme 2.— On procéde comme au théoréme 1 en résolvant

dans C(R, L%(R?) n L4R?)) la suite de problémes de Cauchy (P}) :

P + AY" =" f(e" )
(Pr) ipf + Ap" = G, ")

¥"(0) = ¥o(0), ¢"(0) = @0(0).
Et I'on passe a la limite forte dans C°(R, L%(R®) n L%R?)) en utilisant la
conservation de la charge de y" et les estimations L? — L? et L*?® — L*
de S(t). 11 suffit de remarquer que les propriétés de R(t) et S(t) utilisées

dans la preuve du théoréme 1 sont semblables, & savoir que ces propagateurs
appartiennent a :

LR, Z(LAR?) N LiG(R;, L(L73(R?), LYR?))).

Preuve du théoréme 3. — Unicité. — Soient (¥, ¢) et (l/~/, (Np) deux solutionNS
de (S-KG)(Y) de mémes données initiales; on pose : ¥ =y — ¢
et ® =¢ — ¢@. ¥ et ® vérifient :
¥, + AY = g¥¢ + gY@

D, — AD + m*® = — g(|Y > — ¥ 1?)
¥ e L2(R, HY(R?)
®eLZ(R, HY(R?), ®, e L2(R, L*(R%)).

(14)

On note { > le crochet de dualitt H™'(R*) — H'(R®. On applique
alors les deux membres de (14) considérés comme élément de H™{(R3) 4 W :

ICP TS + (AP, PS =g Wo, P> + g y®,F>.

Sachant que @ est a valeur réelle, il vient :

d -~
(E|‘P[§=2glm<l//d),‘l’>
d’ou
t

W) 3 < CJ |W(5) |2 | As) | | D(s) |adls

0
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On majore | |4 et |17/l4 sur [0, T] et on obtient :

T
(15) sup \‘PI%SCJ sup | W |, sup | @ |4ds.
(0,11 ]

0 [0.s] o

On remarque que @ est aussi solution de ’équation intégrale

()= J R(s — o)~ g|¥(0)|* + g1 ¥(0) [)do

0

On applique les estimations (1) :

| D(5) |4 SCJ |s — o | % |¥(0)|,do pour 0<s<T
0

(16) sup | Pls < cstsup | P, <Csup|¥,.

[0,s] [0,s] [0,s]

Par (15) (16) on a alors :
t
sup | V|3 < C[ sup | 'W|3ds .
[0,1] 0 [0,s]

On en conclut par le lemme de Gronwall que ¥ = 0 ainsi que ® ce qui
achéve la preuve de I'unicité.

Existence. — L’existence de la solution de (S-KG) avec interaction
de Yukawa dans COR, L%R3) n L*R%) est un corollaire du théo-
réme 1. Comme |y |*> est dans C°R, L%(R%), ¢ appartient a
CO(R, H(R?))  C(R, L(R®)). Il reste & montrer que i est dans CO(R, H'(R?)
est que I’énergie est conservée. Pour cela, on choisit /¢, €t @, deux suites
dans H?(R®) convergeant vers /o et @ dans H(R3) et ¢, , une suite dans

H*(R3) convergeant vers ¢; dans L%(R?). On résout la suite de problémes
de Cauchy :

(17) wWE+ A" =gy ",
(18) P — AQ" + mPe" = — gy 1P,
V"0) = Yom @"0) = @o,m @F0) = Q1,n-

Comme dans la preuve du théoréme 1, on résout ces problémes par
récurrence avec Y"e COR, H3(R?)), p"e COR, H3(R?*) n CY(R, H(R?)) et
a laide de la conservation de charge de y" et des estimations (1) on voit
que Y" et @" convergent vers ¥ et @ dans CO(R, L{R?) n L4R?)). D’autre
part, en multipliant (17) par /" et en intégrant par rapport a x on obtient :

d
(19) E(' W3 +g J 1Y) |2<0"1(t)dX> = gJI Y(e) Pt~ ()dx .

Comme " est bornée dans COR, L*R3), ¢" est bornée dans
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CR, H(R?) n CY(R, L*(R?)) si bien que de (19) on déduit que y" est
bornée dans C(R, H'(R?)). Or y" converge dans CO(R, L%(R?) donc y”
est équicontinue dans C%(R, H!(R?)-+-faible). On en conclut avec le théo-
reme d’Ascoli que Y converge vers y dans COR, H!(R3)-*-faible).

D’autre part, en multipliant (18) par ¢}, en intégrant par rapport a x
et en intégrant de 0 & ¢ la somme du résultat obtenu et (19), il vient :

1
| Vy"(1)| 3+ EUV"’"(”[% +m?| o"(t)|3 +l(pf’(l)|§)+gJ|¢”(t)|2(p"_ Y(t)dx

1
=|VWrO)3 + §(| Vo' (0)|3+m*[@"O)3+ | 9}(0) |3) +gfl ¥"(0) Po" 1(0)dx

+ gj J(W’(S, X) 2@t~ (s, x)— [P (s, x) 2 i(s, x))dsdx.

0

Comme Y", ¢", ¢f convergent respectivement vers Y, @, ¢, dans
CoUR, L*R?), CUR, H'(R?), CYR, L%(R%) on en déduit que :

Jim [0 + 5(1Vo0 [ + |00 i + 040 ) + &[40 Potoin

= Vot + 3 (1Vault + ¥ ol + o) + & 190 Poods.

Comme y" tend vers  dans COR, H'(R?)-x-faible) on a alors :
E(@0)=|Vy()[3+ %(Ww(t)l%mz lo(0)[3+ I<p,(z)l%)+gjlw(t)vqo(t)dx@(m.
En remarquant que (/(to — t), @(to — 1)) est aussi solution, on obtient
I'inégalité inverse si bien que E(to) = E(0). On en déduit que | Vy"(t) |, tend

vers | V(1) |, et donc que y*(r) converge vers y(t) dans H(R?). D’autre

part, la relation (19) montre que les applications t — | Vy*(f)|, sont
équicontinues. Or, on a :

VY0~ VY )3 = V@[3 - VY (s)[3+2 Re J(thf"(S) — VY@V (s)dx.
La suite " est donc équicontinue dans C°(R, H!(R3)). On en conclut
par le théoreme d’Ascoli que " tend vers ¥ dans cet espace. c.q.fd

II. PROBLEME DE CAUCHY LOCAL POUR (D-KG)

Nous énongons le résultat de cette partie.

THEOREME 4. — Soient Yo dans (H'(R3))*, ¢, dans H3*(R3) et ¢, dans
H¥(R?). On suppose que linteraction (F, G) satisfait I'hypothése (3). Alors
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il existe T > 0 tel que le systéme (D-KG) admette une unique solution
(Y, @) vérifiant :
Y e L=, T; (H'(RY)Y),

(20) @eLl=(0, T; H¥(R?),
@€ L7(0, T; HX(RY),
21 ¥(0) = Vo, 9(0) = @o, 9(0) = 1 .

De plus, Y et ¢ vérifient :

) {weC%meH%Rmﬂ,
@ e C%0, T ; H¥*(R3) n C}0, T ; H¥R?)).
Remarque 2. — Comme dans le cas du systeme (S-KG)-(Y) on

remarque que F(y, ¢) est dans (H' “¢(R*))* ce qui semble en contradiction
avec le fait que ¥ soit dans (H'(R?)*. Le paradoxe sera levé en notant
que F({, ) est linéaire en .

Démonstration. — Dans ce qui suit, | - |, désignera par abus de notation,
la norme dans LP(R%) ou dans (LP(R%))* suivant le contexte ; méme con-
vention avec les normes || . ||gs dans les espaces de Sobolev. On utilisera
fréquemment le lemme de produit dans les espaces de Sobolev :si u;e H¥(R")

n
avec sy + S, = 0,alorsuju; e H(RMouog = 51 A 52 A <S1 + 5, — 3 ,g>,

n n
e>0;s 5 +5,>0cet si¢2alorsa:sl/\sz/\<sl+sz—§>.

Unicité. — Soient (, @) et (l/NI, @ deux solutiogs de (D-KQG) satisfai-
sant (20) (21). On pose ¥ =y — Yy et ® = ¢ — . ¥ et @ vérifient :

(23) (— iy*3, + M)¥ = f(@)¥ + (f(®) — f(@W,
(24) @, — AD + m*® = Gy, ¢) — G, 9),
Y(0) =0; ®0)=0; d0)=0.

On écrit le systéme linéaire de Dirac sous la forme :

0
(25) o1+ Do

ou I est la matrice unité 4 x 4 et Dy un opérateur autoadjoint sur (L*(R*))*
de domaine (HY(R3)*. L’équation (23) devient alors :

oY . ) ~ o~
i i(Do + f(@)°)¥ = i(f(@) — fl@)?°V
ot y° est une matrice 4 x 4 hermitienne unitaire. Puisque ¢ et (77 sont
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dans L®(0, T ; HY(R?)) et que f est C' de dérivées L™, f(p) et f(¢) sont
dans L*=(0, T ; H'(R?) si bien que ¥, appartient a L0, T ; (H™'(R%)*).
Sachant que ¥ est dans L* (0, T ; (H*(R?)*) et en notant { ) le crochet
de dualité¢ (H™}(R3)* — (HY(R3))* on obtient :

<%‘; v > +i(Do + f@WOF, > =i (f(9) — f(@N°P. P>

d’ou
'\\P o ~ ~
2 Re <(;_t\{1> =2i Im {(f(9) — f(@°¥, ¥
et donc

d ~ ~
£|‘1’(t)|5< | f(@) = f(@) sl ¥ a]¥]2
d 5 ~
El‘l’(t)lz<c|q)|4|‘l’lzll/’|4-
En majorant 117/ |4« sur [0, T] on obtient pour 0 <t < T
R{GIERS CJ |'(5)[2 | D(s) |ads
0

13
(26) sup|‘1‘|§<CJ sup |¥|, sup | @|4ds.
[0.5] [0,5]

[0.1] 0

Or @ est aussi solution de I’équation intégrale

D(s) = j R(s — a)G(¥(0), @(0)) — GW(0), p(0))do .

On applique l'estimation (1) et on majore les normes L2 et L* de y, ¥, @, ¢
sur [0, T] :

s

|D(s) |4 < Cj Is — | *(|¥o)]2 + |®(0) l4)do; 0 < s < T
0

S

sup |® |4 < Cs* sup | ¥, + CJ |s— 0| *sup |®|do.
[0.s]

[0,s] 0 [0,0]
Le lemme de Gronwall donne alors :
S
sup |®@ |, < Cs? sup ||, + C? J 6 |s — o | 2 sup |Y|,do .
[0.5] [0.s] 0 [0.0]

Donc, pour s€ [0, T] on a

(27) sup |@ s < C'sup |W¥],.
[0,s] [0,s]
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De (26) et (27) on tire que pour 0 <t < T

t
sup |3 < CJ sup | ¥ |3ds.
[0, 0 [0.s]

On conclut par le lemme de Gronwall que ¥ = 0 sur [0, T] ainsi que ®
ce qui achéve de démontrer I'unicité.

Existence. — Comme dans les preuves des théorémes précédents, on
va résoudre (D-KG) en utilisant le fait que F(y, @) est linéaire en .
Pour cela, on résout successivement la suite de problémes de Cauchy sui-
vante :

n

- T iDo + fl@" oW =0

Pk — Ap" + mPp" = Gy, ")

28 pourn = 1
%) ¥"(0) = Yo, 9"(0) = @o, ¢1(0) = ¢4
y"e CUR, H'(R?)
¢"e CR, H¥*(R?) n C'(R, H}([R?)
et on pose :
d (]
T'Z— + iDey® =0

o — Ap® + m*p® =0
1110(0) = Yo, (PO(O) = Qo, Q’?(O) = Q1.

Pour montrer I'existence de la solution de (28) on utilise le résultat
suivant :

LEMME 3. — Soit f : C — Rde classe C', sannulant en 0, de dérivées L.
Soit @ e C%0, T ; HY(R?) n CY(0, T ; HX(R3)). Alors pour tout o dans
(H(R*))* il existe une unique application  dans C°(0, T ; (H*(R®))*) vérifiant :

dy o
(29) = H Do+ [eOn°W =0

¥(0) = vo.
De plus, si My(T) = S{léli;](ll @) llar + |l @0) |l on a
tel O,
sup (1Y) llns < CllYo llua(l + My(T) + T M2,
te[0,T]

Enfin, si ¢ parcourt un ensemble borné de C°(0, T ; H*(R3)) n C}(0, T ; H¥(R3)),
équicontinu en t =0 dans C°0, T ; HY(R3),  reste dans un ensemble
borné de C°0, T ; (H'(R®)* équicontinu en t = O dans cet espace.

Preuve du lemme 3. — L'unicité de y est évidente en multipliant ’équa-
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tion (29) par et en intégrant : sachant que f est réelle, on obtient la con-
servation de la charge | ¥(t) |2 = | Yo |2 ce qui assure 'unicité de .
Pour établir I'existerice de y on utilise la théorie spectrale : on sait que
D, est autoadjoint sur (L*(R*)* de domaine (H'(R%)* et que f étant
réelle f(o(1))y° est un opérateur symétrique. Montrons que Do + f(¢(2))y°
est autoadjoint. Pour cela, on évalue | f(@(t))y°u |, ou u est dans (H!(R3))* :

| £l uls < Clo(t)ul,
< Cle)]aluls ,
< C @) Il | ul3 | ulé.

En utilisant linjection de Sobolev H;(R%) ¢ L°R?) et le fait que
| Dou |> est équivalent & || u|ly: on obtient :

| £(@@)y°u |2 < C” 1 @(t) lir | ]3| Dou |3

1
S HC” || () ) [ |5 + 4! Dou l2-

Donc f(p(t))y° est Do-borné, de borne strictement inférieure a 1. D’aprés

le théoréme de Kato-Rellich, Dy + f(¢(2))y° est alors autoadjoint de méme
domaine que D,. Notons

A(t) = i(Do + fl@®)y° + i).

Pour tout ¢, A(t) engendre un semi-groupe de contraction, 0 appartient
a son ensemble résolvant et A(f) a pour domaine (H'(R3))*. On définit
un opérateur C(t, s) par
C(t, s) = A@A(s)" ! — 1.
C(t, x)

Montrons d’une part que pour tout u dans (L*(R3))*, P est locale-
—s

ment uniformément continu dans (L?*(R%)* et localement uniformément

C(t, s)

borné pour t # s, et, d’autre part, que la limite de u quand t tend

vers s existe et qu’elle est localement bornée et continue en s. Le théoréme
de Kato-Yoshida (voir par exemple [22] p. 285) assurera alors I'existence

d’un propagateur U(t, s) vérifiant
d
EUO’ sWs + AU, spys = 0

U(s, s = Yse (HI(R?)*
(€ = U, s e C0, T ; (HY(R)Y).

Il suffira alors de poser : Y(t) = e~ "U(t, OWo.
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Nous commengons par montrer que si Ve C%0, T ; HY(R?)) est a valeur
réelle, alors (Do + V(£)y° + i)~ ! est localement borné en t dans £(L2(R3))*,
(HY(R3))*). On évalue la norme || (Do + V(£)y° + i)™ *u ||a: en remarquant
que la norme du graphe de D, est équivalente a la norme de (H!(R3))* :

Il (Do + V(O® + i)™ u [l
< C(1(Do + V(@°® + i) 'ulz + | Do(Do + V(t)y° + i)~ tuly).

On a vu que Do + V(t)y° était autoadjoint si bien que i(Do + V(t)y°)
engendre un semi-groupe de contraction. D’aprés le théoréme de Hille-
Yoshida, on a I’estimation

(30) |(Do + V(e)y° + i) tul, < lulz.
D’autre part on a
| Do(Do + V(e + )" 'ula < lulz + [(VER° + i)Do + VEp° + i) 'ul
d’ou avec (30), on obtient
| Do(Do + V(£)y° + i) tul, < 2|ulz + | VE°Do + V(EN° + i) tul,.
On applique Iinégalité de Holder et I'injection de Sobolev
| V(eyy°(Do + V(e)y° + i) ul; )
<V l6 1 (Do + V@)° + i) ul2 (Do + V() + ) tulg
< CIIV(@) [l (Do + V@©° + ) 'ul3 | (Do + V(R + i) 'uls.

En utilisant (30) et le fait que Ve C%0, T ; HY(R?) on en déduit que
pour tout compact K de [0, T[ il existe C > 0 tel que pour te K

(Do + V(ER° + i) 'ulle < C + ClH(Do + VO)° + i) ulliis -
On en conclut que pour teK

4
(31) | (Do + V(ER° + i) 'ullar < JC+ 4C2) c.qfd

t, S

Montrons alors que u est localement uniformément continu et borné

pour ¢ # s. On montre aisément que

Clt,s)  Clto, So)
u— u

t—s to—So |2
< I(f (@) — f(@(s)  flo(to)) — f (‘P(SO))>7’°A(S)_1“
t—s to — So 2
N (f((p(tot)z : :‘:)(90(50)))?0A(S)— (@) = f(@(s0))yy°Also) ™ 'u
2
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En utilisant le résultat précédent et Iinjection de H'(R?) dans Lé(R3)
on obtient :

C(, s) C(to, o)
u— u

(32) P o —so L,
< | Lo~ Lo _ flot) — Sl |,
t—s to — So 3
g LAD =IO | it sigtsan s tua,

ou C(s) est localement bornée par rapport a s. D’autre part, f étant uni-
formément lipschitzienne, il vient :

C(t,s)  Clto, So)
u— u
t—s to — So

2

1 1

< Cs)|u l2<ﬁ—|§0(t) — @(to) |3 + ———— 1 @(5) — @(s0) |
| to — sol [to — Sol

- @(to) — ¢(s0)

t—s to — So

_|_

lo(®) — o(s) s + |

| 9(s) — ¢(so) |3>-
3

o étant CY(0, T ; H¥(R?) et sachant que H¥(R? < L3*R?) on en déduit
C(t, 5)

que pour s #t .

u est continu localement uniformément.

Montrons a présent que u admet une limite quand t — s et que

cette limite est continue. Nous supposons que ¢ est a valeur réelle, les
modifications dans le cas complexe sont évidentes. On évalue donc

C(e, _
s = |y i n A o

_ l(f (1) — f(e(s)
t—s

flo®) — flo(s))
S

t_

2

-f '(QD(S))<P'(S))V°A(S)‘ u

2

<

— J(@(s)e’(s) \ | AGS) 6.

D’une part, d’aprés (31)

A uls < Cls) | uls;
on applique d’autre part la formule des accroissements finis :
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f(o(t, X)) = fo(s, x))=(@(t, x) — (s, X)) f(p(s, X)+ (¢ ; 5, x)@(t, X) — (s, X))

ou | 6| < 1. Sachant que f’ est bornée, on obtient

s < C(S)(‘M _

@'(s) \ (VA P
+ 19" "(@(s) + 0t)(r) — @(s) — [ (@) ]3)-

L’application x(t) = ¢(s) + 0(t)(@(t) — ¢(s)) est continue & valeur L3}(R?)
au point t = 5. Le lemme 2 montre alors que le second terme du membre
de droite tend vers O quand ¢ tend vers s ; il en va de méme pour le premier
terme puisque ¢ appartient & C'(R, H'(R?)). Ainsi, on obtient que

. C(t, 5) : OA o
(33) lim ——"u = i (P’ (5N °Al)u
(34) f(@(s))e CH0, T ; L3(RY)).
En faisant tendre o, vers so et t vers s dans (32) on voit alors que
. Ct, 5) . . . . .
lim ; u est continu par rapport a s ce qui achéve de prouver I'existence
t—s — S
de .
. . C(t, s)
Nous aurons besoin d’estimer : " u| ;
— S 2
t p—
s | _ l <f(qo( ) f(«p(S))>yo A
t—s 2 t—s 2

N

C i (M>yOA(s)'lu
t— s 2

< C sup || o) [t | AGs)™ e llse -
1€[0,T]

Or, d’apres (31)
| AG) tullus < C-lula(l + sup [l () [I7:)

te[0,T]

ou C > 0 ne dépend que de f. On en déduit que

C(t, s

(35) M,(T) = sup L9, < CM;y(1 + Mi)u|,

t#s5e[0,T1| L — S |2
ou My(T) = sup (|| @) [l + || @ut) I12) -

te[0,T]

Pour estimer sup || ¥(t) |la» on commence par remarquer que f étant
te[0,T]
réelle, la charge de ¥ est conservée :
(@) |2 = |Yola.
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Il suffit donc d’estimer | DoU(t, Oy |2 :

[ DoUl(t, OWro |2 < [ AU, OWo |2 + | f((2)yy°U(t, 0Wo |2 + | U(t, O)o |-

Drune part A()U(t, 0) = W(2)A(0) ou W(¢) est un propagateur sur (L?(R3))*
vérifiant (voir [22], p. 287) :

(36) | W(ou | < e™O|u], < et MO |4,
D’autre part, on a :
BN | f(@®»°U, OWol2 < Cll @) [l 1 UG, Oollf 1 Wol3.
On en déduit que

(@)l < C Nl Yo llas(e™™ ™M@ 4 1) + CM, [ () 17 1 o3
finalement, on obtient que A

(38) sup || () llur < C |l Yo llus(1 + MH(T) + eTA+MID?)
te[0,T]

Il reste a évaluer || Y(t) — Yo |la:. Tout d’abord on a

ly(0) — ¥(0) |2 < CJO H(s) [l 4 1 S (@(NWe(s) |ds

(39) [W(®) — ol < Cllvho lut( + My (f) + e MO,
D’autre part, on estime | Do(Y(t) — Yro) |2 :

| DoW(t) — Dotrol2 < C(I A(®UI(L, 0o — AOWo |2 + | (@(t) — @OW(2) |2

+ 1 (@) — Y(0)e(t) |2 + [ Y(t) — Y(0) |2).
Tout d’abord

AU, 0o — AQWo = (W(t) — DAOW,
= (W) — U, 0)AOWo + (U, 0) — DAQOWo .
Or, on a (voir par exemple [22], p. 287)
| Wt — Uz, Ou |, < (€™ — 1) |uly, t =0
et, grace a (39)
1 (U 0) — DAOWo |2 < ClIAOWo [lmt(l + M (r) + & TMOP)2,
De plus, de (38) et (39), on tire que
|W(®) — Y(0)p(t) |2 < CM (1) [| o lli(1 + My(t) + e HMOP)3 /g,
Finalement, on obtient
(40) 1Y) =¥ (O) Il < Cll Yol + Il AOWo [l X1 + My () + 1+ MO
(€M —1 £/t + || @(t) — (0) [lw1)-
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Comme a priori A(O)o n’est pas dans (H!(R3))* on régularise la donnée
initiale en choisissant pour tout ¢ > 0, ¥, dans (H?(R*)* tel que
[|¥e — Yo llur < & De (38) et (40) on en déduit que

() — YO) [| < C(l[ o llar + [[Wrellmz)(1 + My (1) 4 €1 FM10)3
(MO — 1t /141 9(0)= 9(0) s + col 1L+ M3(1) + 1+ M),
Ceci montre que quand ¢ parcourt un borné de
Co%0, T ; H(R?) n CY0, T ; H¥}(R?))

équicontinu en t = 0 dans C°0, T ; HY(R?)), ¥ reste dans un borné de
Co%0, T ; (H(R*)*) équicontinu en 0, ce qui achéve de prouver le lemme.

A présent si "~ ! et 9" ! sont solutions de (28), le lemme 3 assure I’exis-
tence de y"; de plus, le lemme de produit dans les espaces de Sobolev
assure que G(yY" ', 9"~ ') appartient & C%0, T ; H*([R%) ce qui assure
que " est dans C°0, T; H¥*(R3) ~ CY0, T; H¥R?). Nous allons
montrer que " est bornée dans C°(0, T ; (HY(R*)*) et ¢" est bornée dans
Co%0, T; H¥*(R*)n C'(0, T ; H¥[R?)) pourvu que T soit assez petit. On note

M,(6) = sup [|*(s) [l »

s€[0,t]
O<k<n

Mya(t) = sup (11 Q") llmsrz + 1l k() llss2) .
Osz[ké]n
Par (38) on a
(41) M,(t) < C(1 + M7 ,-1(1) + e FMuna )

n—1

D’autre part, ¢ vérifie 'équation intégrale

" Nt) = @°(t) + LR(t — )G *(s), " *(s))ds
d’ou :

- Miy-a(t) < C + CiME_5(t) + Cj M, —2(s)M 1 n—1(s)ds .
0
Le lemme de Gronwall donne alors

(42) M -1(t) < C(1 + tM7_ (1)) exp (ctM, - 5()) .
On déduit de (41) et (42)
M,(t) < C(1 + (1 + tM7_,(1))* exp ctM,,—(t)
+ exp [er(1 + (1 + tMZ_5(¢) exp (ctM,—2(1))*])
ou C est une constante > 0 indépendante de n et t. Soit Ty > 0, on pose :
R = Max (5C. M (Ty), My(Ty)).
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On choisit T assez petit tel que 0 < T < Ty et
1+ (1 4+ TR?) exp CTR + exp [CT(1 + (1 + TR?) exp(TR)*] < 5.

On en déduit que pour tout n, M,(t) est majoré par R ce qui montre que
la suite Y" est bornée dans C°0, T ; (H(R%)* Par (42) on voit que ¢"
est bornée dans C°0, T ; H¥?(R?) n C}(0, T ; H*(R?)) si bien que " est
bornée dans C°0, T ; (L%(R%)*) et donc y" est équicontinue dans cet
espace. On suppose & présent que les données initiales sont a support
compact contenu dans la boule de centre 0 et de rayon p, B(0, p). Il est
clair que pour tout n et pour tout ¢, le support de Y"(t) et ¢"(t) est contenu
dans la boule B(0, p + | t]). Le théoréme de Rellich-Kondrasov assure
alors que Y"(t) reste dans un compact de (L*(R*)* pour tout n. On en
conclut par le théoréme d’Ascoli que la suite " est dans un compact de
Co%0, T ; (LAR3)*) ; un résultat analogue est obtenu pour ¢" et ¢! si bien
quiil existe Y, ¢ et une sous-suite n; tels que :

(43) ™ = ¥ dans L*(0, T ; (H'(R)*+-faible et dans C°(0, T ; (L2@)*),
(44) @™ — ¢ dans L?(0, T ; H*(R*)-*-faible et dans C°(0, T ; H3(RY)),
(45) @™ — @, dans L*(0, T ; H¥([R?))-*-faible et dans C°(0, T ; H™*(R?)).

k=0
Pour montrer que (¥, @) est solution de (D — KG) et (20) (21), il suffit
de montrer que Y et ¢ sont respectivement valeurs d’adhérence des suites
Y™~ 1 et ™! dans C0, T ; (L3(R3)* et C0, T ; LYR3)).
Comme dans la démonstration de I'unicité de la solution de (D — KG)
on obtient :

FAGERARGIERS CL L(s) = ¢ H9) 121 9" H(s) — @"(s) lads

et
(46) Sgpll ") — 9" A(s)|a < C sgpll Y As) — Y 3) |2,
se[0,t se[0,t
d’ou
sup | V() — Y (1) |3
te[0,T] T
<C j Sup [ Y7(s) — " s) | sup |Y"2(s) — Y= 1(s) adt
0 se[0,1] sef0,1]

En prenant la limite supérieure et en appliquant le lemme de Fatou et
le lemme de Gronwall, on obtient :

47) y" —y" ' - 0 dans C°%0, T; (L3(R3)*), n — oo,
et avec (46)

(48) " — ¢"" ' - 0 dans C°0, T; LYR3), n -» .
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De (43) (44) (47) (48) on déduit alors que :

Y"1 — 4 dans C°0, T; (L(R*)*, k —» o©
et
"' - ¢ dans C°0, T; L*R?), k — oo,

si bien que Y™ f(¢™ 1) et G(y™ !, ") tendent vers ¥ f(¢) et G(y. @)
dans 2°(]0, T[ x R?); (¥, @) est donc solution de (D-KG) et en fait
a cause de l'unicité c’est toute la suite (", @") qui converge vers (¥, @).
De plus, on remarque d’une part que le support que () et ¢(t) est contenu
dans la boule B(0, p+t) pour 0<t<T et, d’autre part, que T ne dépend
que des normes des données initiales et non de leur support. On en déduit
par troncature que dans le cas général ou les données initiales ne sont
pas nécessairement a support compact, la suite (", ¢") converge vers
la solution (Y, ¢) de (D-KG) :

Y" —  dans L*(0, T ; (H'(R?))*)-*-faible et dans C°(0, T ;(LZ4(R*)*),

n— oo loc
¢" — ¢ dans L2(0, T ; H*?(R?))-*-faible et dans C°(0, T ; H#,(R?)),
¢! —=2 ¢:dans L*(0, T ; H¥(R?)-=-faible et dans C°(0, T ; Hi,A(R?)).

loc

Ceci achéve 'la preuve de lexistence de la solution de (D-KG).
Il reste a2 montrer que y est dans C°0, T;(H'(R*)* et ¢ dans
C%0, T ; H¥*(R*) n CY(0, T ; H*(R?)). Grace au théoréme d’existence et
d’unicité locales que I'on vient d’établir, il suffit de démontrer la continuité
en t = 0. Pour cela, il suffit de montrer I’équicontinuité en t = 0 de y"
dans C°0, T ; (H*(R?))*), " dans C°(0, T ; HY(R?)), ¢ dans C°(0, T ; H3(R?)).
En fait, grace a la derniére partie du lemme 3, il est suffisant d’établir seule-
ment I’équicontinuité en ¢t = 0 de ¢" et ¢. Or, oii a :

1 ¢"(2) — @"0) llusr2 + 1| @7(t) — @rO) [l < C L G 1(s), @ '(s)) lluids
et
NG (), @ 1(s) et < CLINY" T O e+ 11" () e [1 0" H(8) llaae) -

Sachant que " est bornée dans C°(0, T ; HY(R?)*) et ¢" est bornée dans
C°0, T ; H¥%(R%) on obtient le résultat voulu, ce qui achéve la preuve
du théoreme 4.
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