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Nota bene : il sera tenu grand compte de la clarté de la rédaction.

Exercice 1. On note 7 := {A CR; A ouR\ A est dénombrable}.
1 Montrer que 7y est une tribu sur R.
On note 77 la tribu engendrée par la famille {{z,z + 1,z + 2}, x € R} et 73 la tribu engendrée par la
famille des parties finies de R.
2 Montrer que 7o = T1 = Ts.
3 Est-ce que cette tribu coincide avec la tribu des Boréliens ?

n
Exercice 2. On considéere une suite (ay);<,,, an > 0, et pour > 0 on pose f,(x) = Z e T,
=1

1 Montrer que pour tout n, f, est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, oco].
2 Montrer que la suite f,, converge simplement vers une fonction borélienne f.
oo
3 Montrer que f est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, oo si et seulement si Z — < 00.
a
k=1
sinx
Exercice 3. Pour x > 0 on pose f(z) = ———.
pose /(z) log(1 + )
1 Montrer que f est intégrable au sens de Lebesgue sur ]0, 7.
[ee]
2 Montrer que 'intégrale de Riemann généralisée / f(z)dzx existe.
3 Montrer que f n’est pas intégrable au sens de Lebesgue sur [, co].

Exercice 4. Soit g une fonction Lebesgue mesurable sur [0,1] & valeur dans [0, co]. Pour tout ¢t > 0
on pose

— —tg(x)
f(t) = /[071]6 IE G\ (x).

1 Montrer que f est définie et continue sur [0, col.
2 On suppose que g est intégrable au sens de Lebesgue sur [0, 1]. Montrer que f € C 1([O, o0l).

3 Enoncer le lemme de Fatou. On suppose que f admet une dérivée a droite en zéro. En utilisant le

g(x)

lemme de Fatou et la suite de fonctions g,(x) =n(1l—e = >, montrer que g est intégrable au sens de

Lebesgue sur [0, 1].

Exercice 5.
Soient ) = {(x,y,z) eR3: 22+ ¢y?+22 < 1} et a > 1. En utilisant le changement de variable en

coordonnées sphériques, calculer

1

d\(z,y, 2).
o VrZ+y2+ (2 —a)? (z,9.2)




